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1 中国科学技术大学代数结构 2018 年期末试题

1. (1) 求方程 6x− 4y = 2 的整数解.

(2) 设集合 Σ = {A,B,C,D}, Σ+ 是由 Σ 中元素排列成的非空行, 请给出 Σ+ 的归纳定义,

并判断 Σ+ 是否可数.

2. ⟨G, ∗⟩ 是群, 已知 a 是 22 阶元, b 是 7 阶元, a8x−12 = e, bx = b, 求 x 模 77 的解.

3. 在集合 {2, 3, 6, 12, 24, 36} 上定义整除关系.

(1) 作出 Hasse 图.

(2) 求 {2, 3, 6, 12} 的最大元、最小元、极大元、极小元、最大下界、最小上界.

4. (1) 求置换 (1 2 4)(1 3 4).

(2) 证明: {(1 2), (1 3 4)} 的生成子群是 4 阶对称群 S4.

5. 设映射 f : A → B, 定义 A 上的关系: xRy ⇐⇒ f(x) = f(y), 证明 R 是 A 上的等价关系.

6. 证明: 循环群的同态像也是循环群.

7. (1) ⟨G, ∗⟩ 是群, |G| ≥ 2, ∀a ∈ G, a2 = e, 则存在整数 n 使得 |G| = 2n.

(2) ⟨A,⊕, ∗, 1, 0⟩ 是布尔代数, a+ b = (a ∗ b′)⊕ (b ∗ a′), 则 ⟨A,+⟩ 是交换群.

(3) ⟨A,⊕, ∗, 1, 0⟩ 是有限布尔代数, 利用 (1)(2) 证明 |A| = 2n.

8. ⟨R,+, ∗⟩ 是环, |R| ≥ 3, ∀a ∈ R, a2 = a, 则 R 中有零因子.
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2 中国科学技术大学代数结构 2019 年期末试题

1. (9 分) 已知存在一些正整数 n, 满足:

(1) 2n − n 是 3 的整数倍;

(2) 3n − n 是 5 的整数倍;

(3) 5n − n 是 2 的整数倍.

求同时满足条件 (1)(2)(3) 的 n 的最小值.

2. (10 分) 证明: 若两个正整数 a, b 互素, 则存在正整数 m,n, 使得

am + bn ≡ 1 (mod ab).

3. (9 分) 计算下列置换:

(1) 1 2 3 4

2 4 3 1

 ◦

1 2 3 4

4 3 2 1

 .

(2) 1 2 3 4 5 6

4 5 2 6 3 1


3

.

4. (11 分) 定义正整数集 N 上的二元关系:

R = {(x, y) : x, y ∈ N, x+ y ∈ 2N}.

(1) 证明 R 是 N 上的一个等价关系.

(2) 求该等价关系确定的等价类集合.

5. (12 分) 设 A = {a, b, c, d}, A 上的二元关系 R1 和 R2 定义如下:

R1 = {(a, b), (b, c), (c, d), (d, a)}
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R2 = IA ∪ {(a, b), (b, a), (c, d), (d, c)}

其中 IA 为 A 上的恒等关系.

(1) 试分别指出 R1 和 R2 所具有的性质 (即是否具有自反性、非自反性、对称性、反对称

性和传递性).

(2) 求出 R1 ◦R2, R+
1 和 R+

2 (传递闭包).

6. (13 分) 集合 S 上运算 ∗ 满足结合律, H 和 K 为 S 的非空子集, ⟨H, ∗⟩ 和 ⟨K, ∗⟩ 为群, 且

群 H,K 除了单位元以外无相同元素. 对于群 H,K 内的任意元素 h ∈ H 和 k ∈ K 有

h ∗ k = k ∗ h.

若 HK = {h ∗ k|h ∈ H, k ∈ K} 是 S 的子集.

(1) 证明 G = HK 关于乘法 ∗ 构成一个群.

(2) 证明 H,K 都是 G 的正规子群.

(3) 证明商群 G/H 与 K 同构.

7. (12 分) 设 ⟨G, ∗⟩ 是群, H = {a|a ∈ G, s.t.∀b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a}. 求证 ⟨H, ∗⟩ 是正规子群.

8. (13 分) 已知实数集 R 对于普通的加法和乘法是一个含幺环 (乘法存在单位元), 对于任意

a, b ∈ R, 定义

a⊕ b = a+ b− 1

a⊗ b = a+ b− ab

证明 R 关于 ⊕ 和 ⊗ 也构成一个含幺环.

9. (11 分) Q[x] 是有理数集 Q 上多项式全体, ∆ 为正整数, 集合 S = {a+ b
√
∆|a ∈ Q, b ∈ Q}

定义映射 Ψ : Q[x] → S, Ψ(f(x)) = f(
√
∆). 证明 Ψ 为满同态映射, 并求 kerΨ.
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3 中国科学技术大学代数结构 2020 年期末试题

1. 设 A = {a, b, c, d},R ⊆ A×A, 且

R = {⟨a, a⟩, ⟨b, b⟩, ⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩}.

求 R 的自反闭包 r(R), 对称闭包 s(R) 和传递闭包 t(R).

2. 设 A = {1, 2, · · · , 20},

R = {⟨x, y⟩ | x, y ∈ A ∧ x ≡ y (mod 5)}.

证明 R 为 A 上的等价关系, 求商集 A/R.

3. 已知偏序集 ⟨A,⪯⟩, 其中

A = {a, b, c, d, e},

且

⪯= IA ∪ {⟨a, b⟩, ⟨a, c⟩, ⟨a, d⟩, ⟨a, e⟩, ⟨b, e⟩, ⟨c, e⟩, ⟨d, e⟩}.

画出偏序集的哈斯图, 并指出 A 的最大元、最小元、极大元、极小元.

4. 设 A = {a, b, c}, R ⊆ A×A,R 的关系矩阵为

M(R1) =


1 1 0

1 1 1

1 0 1

 .

写出关系 R 的集合表达式, 画出对应的关系图.
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5. 设 A = {a, b, c}, 写出下面关系的集合表达式和关系矩阵.

a

b c

G(R)

6. 给出集合 {1, 2, 3, 4} 上的关系, 它们分别具有如下性质:

(1) 自反、对称、不传递.

(2) 不是自反的、对称、传递.

(3) 自反、反对称、不传递.

(4) 自反、对称、传递.

(5) 自反、反对称、传递.
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4 中国科学技术大学代数结构 2021 年期末试题

1. (16 分)

(1) 求解下列同余方程组: 

x ≡ 1 (mod 5),

x ≡ 5 (mod 6),

x ≡ 4 (mod 7),

x ≡ 10 (mod 11).

(2) 计算 Φ(7800).

2. (12 分) 设集合 A = {1, 2, 3, 4}, R 是集合 A 上的关系,

R = {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 1)}.

求 R 的传递闭包和 R2.

3. (15 分) R∗ 是非零实数集合,x, y ∈ R∗, 定义 R∗ 上的关系 S:

xSy ⇐⇒ x · y > 0.

(1) 证明:S 是 R∗ 上的等价关系, 并写出所有等价类.

(2) 如果将 R∗ 改为实数集合 R, 那么 S 还是 R 上的等价关系吗? 为什么?

4. (15 分) 对部分序集 ({3, 5, 9, 15, 24, 45}, |), 回答以下问题:

(1) 画出 Hasse 图, 求出极大元和极小元, 并判断是否存在最大元和最小元吗.

(2) 给出 {3, 5} 的所有上界, 若存在, 求出 {3, 5} 的最小上界.

(3) 给出 {15, 45} 的所有下界, 若存在, 求出 {15, 45} 的最大下界.

5. (11 分) 设 H 是群 G 的非空子集. 证明: H 是 G 的子群的充分必要条件是: 对任意的

a, b ∈ H, 有 a−1b ∈ H.

6. (11 分) 设 f 是群 G 到群 G′ 的同构映射,b ∈ G. 证明:b 与 f(b) 同阶.
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7. (10 分) 证明: 具有 3 个或更多元素的链 (线性序集) 不是有补格.

8. (10 分) 设 f 是环 R 到环 R′ 的同态满射, I 是 R 的理想. 证明:

f(I) = R′ ⇐⇒ I + ker f = R.
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5 中国科学技术大学代数结构 2022 年期末试题

1. (8 分) 求解线性同余方程:21x ≡ 39 (mod 117).

2. (13 分) 设 m ≥ 2,a 为正整数, 且 (m, a) = 1. 证明:

(1) 存在正整数 d ≤ m− 1, 使得: md ≡ 1 (mod a).

(2) 设 d0 是满足 (1) 的最小正整数 d, 则 m | ah − 1 (h ≥ 1) 的充要条件是 d0 | h.

3. (12 分)

(1) 计算置换的乘积:(12345)(23).

(2) 写出三次对称群 S3 的所有子群; 写出 S3 关于子群 H = {(1), (23)} 的所有左陪集.

4. (8 分) 已知某部分序集 (A, ρ) 的 Hasse 图如下图所示, 分别写出集合 A 和部分序 ρ 的表达

式, 并求部分序集 (A, ρ) 的最大元、最小元、极大元、极小元.

a b c

d e f

g

5. (8 分) 设偏序集 (A,R), (B,S), 定义 A×B 上的二元关系 T :

(x, y)T (u, v) ⇐⇒ xRu ∧ ySv.

证明 T 为偏序关系.

6. (12 分) 设 H 是群 G 的正规子群, g ∈ G 的任一元素, 证明: 若 g 的阶与 G/H 互素, 则

g ∈ H.

7. (8 分) 设 G 和 G′ 分别是阶数为 m 和 n 的循环群 (m ≥ n), 则 f : G → G′ 的满同态映射

的充要条件是 n | m.

8. (15 分) 设 Z[x] 为多项式环,(n) 表示 Z[x] 的主理想, 且 n ≥ 2, 证明:
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(1) Z[x]/(n) ∼= (Z/nZ)[x].

(2) Z[i]/(1 + i) ∼= Z/2Z.

9. (10 分) 设 R 为环,I1, I2, · · · , In 为 R 的理想, 当 i ̸= j 时, Ii + Ij = R. 证明:

I1 + I2I3 · · · In = R.
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6 中国科学技术大学代数结构 2023 年期末试题

1. (14 分) 解下列同余方程组: 
x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 9 (mod 11)

2. (10 分) 设 m,n ∈ N∗ 且 gcd(m,n) = 1, 求证: mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 (mod mn).

3. (10 分)给定置换 σ =

1 2 3 4 5 6

2 3 5 4 6 1

 , τ =

1 2 3 4 5 6

5 3 2 1 6 4

,求 στ, σ2τ, τ−1στ .

4. (10 分) R 是定义在 A × A 上的二元关系, 其中 A 是自然数集 N 的子集, (a, b) R∼ (c, d) 当

且仅当 a+ d = b+ c.

(1) 求证 R 是 A×A 上的等价关系.

(2) 当 A = {1, 2, 3} 时, 求商集 (A×A)/R.

5. (14 分) 证明下列命题:

(1) 设 G 是一个有限群, 证明 G 中阶大于 2 的元素个数为偶数.

(2) 在 (1) 的条件下加上 |G| 为偶数, 证明 G 中必有 2 阶元.

6. (10 分) G 为一个群, 证明 G 没有非平凡子群当且仅当 G = {e} 或 G 为素数阶循环群.

7. (12 分) 设 H 是群 G 的正规子群, 且 [G : H] = m, 求证: ∀x ∈ G, xm ∈ H.

8. (12 分) 设 G 为一个群, 定义 G 的中心 Z(G) 为: Z(G) = {x ∈ G | ∀g ∈ G, xg = gx}.

(1) 证明 Z(G) 是 G 的正规子群.

(2) 若 G 是交换群, 证明 Z(G) = G.

(3) 若 G/Z(G) 是循环群, 证明 Z(G) = G.

9. (8 分) 设 R 是一个环, S 是 R 的子集, 而 I 是 R 的理想且 I ⊂ S.

(1) 若 S 是 R 的子环, 证明 S/I 是 R/I 的子环.

(2) 若 S 是 R 的理想, 证明 (R/I)/(S/I) = R/S.
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7 中国科学技术大学代数结构 2024 年期末试题

1. (10 分) 证明:2 是 13 的一个原根, 并解同余方程 4x9 ≡ 7 (mod 13).

2. (10 分) 已知 A = {1, 2, 3, 4, 5} 上二元关系 R = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 3), (2, 5)}.

(1) R 具有哪些性质?

(2) 求 R 的自反闭包、传递闭包和 R2.

3. (15 分)

(1) 设 m 是正整数, a 和 b 是整数, 如有整数 d ≥ 1, 则 a ≡ b (mod m) ⇔ da ≡ db

(mod dm).

(2) 证明: 若 m 与 n 互素, 则 mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 (mod mn).

4. (10 分) 对每个正整数 n, 用 Sn 表示 n 的所有正因子的集合, 例如 S6 = {1, 2, 3, 6}. 则:

(1) 证明 ⟨Sn, |⟩ 是格.

(2) 对于 n = 4, 6, 8, 12, 试给出 ⟨Sn, |⟩ 的哈斯图.

(3) 当 n 为何值时, ⟨Sn, |⟩ 是线性序, 为什么?

5. (15 分) 设 A = {1, 2, 3, 4, 5}, ⟨P (A),⊕⟩ 构成群, 其中 P (A) 是集合 A 的幂集, ⊕ 为集合的

对称差.

(1) 求群 ⟨P (A),⊕⟩ 的单位元, 以及 P (A) 中任意元素的逆元.

(2) 求解群方程:{1, 3} ⊕X = {3, 4, 5}.

(3) 令 B = {1, 4, 5}, 求由 B 生成的循环子群 ⟨B⟩.

6. (10 分) 设 ⟨R,+, ·⟩ 是 Z 上 2 阶矩阵环, A 是元素为偶数的所有 2 阶矩阵组成的集合, 证明

A 是 ⟨R,+, ·⟩ 的理想, 并求商环 R/A 的阶.

7. (10 分)设 f 是群 G1 到某个交换群 G2 的群同态, H 是 G1 的子群. 证明: 若 H 包含 ker f ,

则 H 是 G1 的正规子群.

8. (10 分) 证明: 奇数阶群所有元素之积等于单位元.

9. (10 分) 设群 G 只含有有限多个子群, f 是 G 到自身的满同态, 证明 f 是 G 的自同构.
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8 中国科学技术大学代数结构 2026 年期末试题

1. (14 分)

(1) (8 分) 解同余方程组. 
x ≡ 3 (mod 5),

x ≡ 5 (mod 8),

x ≡ 10 (mod 11).

(2) (6 分) 计算 φ(420), 并利用 Euler 定理求 111250 除以 420 的余数.

2. (10 分) 设

σ =

1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 7 2 3 5

 , τ = (1 5 7)(2 4).

求 στ、σ2τ、τ−1στ , 并将结果写成不相交轮换之积. (注: 置换乘法按映射复合顺序, στ =

σ ◦ τ , 即先作用 τ , 再作用 σ.)

3. (10 分) 设 A = {a, b, c, d}, A 上的二元关系 R = {(a, a), (a, b), (b, c), (c, b), (c, d)}.

(1) 判断 R 是否具有自反性、对称性、反对称性、传递性, 并分别说明理由.

(2) 求 R ◦R.

(3) 求 R 的自反闭包 r(R) 与对称闭包 s(R). (注: 关系复合按如下定义:(x, z) ∈ R ◦ S ⇐⇒

∃y, (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ R.)

4. (12 分) 设 A = {2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24}, 在 A 上以整除关系 | 为偏序.

(1) 画出偏序集 ⟨A, |⟩ 的 Hasse 图.

(2) 求 A 的极大元、极小元, 判断是否存在最大元、最小元.

(3) 求 {4, 6} 的所有上界, 若存在, 求其最小上界.

(4) 求 {8, 12} 的所有下界, 若存在, 求其最大下界.

5. (12 分) 设 G 为有限群.

(1) 证明 G 中阶大于 2 的元素个数为偶数.
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(2) 若 |G| 为偶数, 证明 G 中存在 2 阶元.

6. (10 分) 设 G = ⟨a⟩ 是 36 阶循环群.

(1) 求 a8 的阶.

(2) 列出由 a8 生成的子群.

(3) 求 G 中所有 12 阶子群, 并说明共有几个.

7. (12 分) 设 ⟨G, ∗⟩ 是群, 单位元为 e. 设 H 和 K 分别是 G 的正规子群, 且 H ∩K = {e}. 令

L = {h ∗ k | h ∈ H, k ∈ K}.

(1) 证明对任意 h ∈ H、k ∈ K, 都有 h ∗ k = k ∗ h.

(2) 证明 L 是 G 的正规子群.

(3) 证明 L/H ∼= K.

8. (10 分) 设 ⟨G, ∗⟩ 是群, 单位元为 e. 定义 G 的中心 Z(G) = {z ∈ G | ∀g ∈ G, z ∗ g = g ∗ z}.

(1) 证明 Z(G) 是 G 的正规子群.

(2) 若商群 G/Z(G) 是循环群, 证明 G 是交换群.

9. (10 分) 设 Z3 = ⟨{[0], [1], [2]},+, ·⟩ 是模 3 的剩余类环, Z3[x] 是 Z3 上的多项式环. 定义映

射 Φ : Z3[x] → Z3 × Z3, Φ(f(x)) = (f([1]), f([2])), 其中右端按分量作加法和乘法.

(1) 证明 Φ 是满环同态映射.

(2) 证明 Z3[x]/(x
2 − [1]) ∼= Z3 × Z3, 其中 (x2 − [1]) 是由 x2 − [1] 生成的理想.
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