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Chapter 1

往年期中试卷

1.1 25 实用随机过程期中

一、(18 分) 设 {N(t), t ≥ 0} 表示一个速率为 λ 的 Poisson 过程，而 Sn 为其第 n 个事件的发生时刻，

n ≥ 1。

（1）对任意 s > 0，求 E[S2|N(s) = 1]。

（2）对任意 s, t > 0，求协方差 Cov(N(s), N(s+ t))。

（3）对任意整数 n ≥ 1，在 N(t) = n 的条件下，求 N(2t/3)−N(t/3) 的条件分布律。

解：

（1）由无记忆性，从 s 时刻开始下次发生的平均时间为
1

λ
，故

E[S2 | N(s) = 1] = s+
1

λ
.

（2）由独立增量性和协方差的双线性性：

Cov(N(s), N(s+ t)) = Cov(N(s), N(s)) + Cov(N(s), N(s+ t)−N(s))

= Var(N(s))

= λs.

（3）由 N(t) = n 知，{Si, i = 1, . . . , n} 与 {U(i), i = 1, . . . , n} 同分布，则

N(
2

3
t)−N(

1

3
t) = k ⇐⇒ 有 k 个Ui ∈ (

1

3
t,
2

3
t).

即为 B(n,
1

3
)。

二、(18 分) 设在某区间上，轿车，卡车和客车独立地分别以速率 λ1, λ2 和 λ3 的 Poisson 过程到达且
立即通过。

（1）求所有汽车到达的时间间隔的分布。
（2）设在 t0 时刻观察到一辆轿车通过，求下一辆通过的汽车仍为轿车的概率。

（3）求在连续两辆轿车通过该路口期间非轿车通过数量的期望。
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2 CHAPTER 1. 往年期中试卷

解：

（1）由 Poisson 过程可叠加的性质，汽车到达的过程为 Poisson 过程 Poi(λ1 + λ2 + λ3)，因此间隔时间

分布为 Exp(λ1 + λ2 + λ3)。

（2）设从 t0 之后下一辆轿车，卡车，客车到达的间隔时间分别为 X,Y, Z，由指数分布的无记忆性可得

X ∼ Exp(λ1), Y ∼ Exp(λ2), Z ∼ Exp(λ3)，且 X,Y, Z 相互独立，于是

P (下一辆为轿车) = P (X = min{X,Y, Z})

=

∫ ∞

0

λ1e
−λ1xe−λ2xe−λ3xdx

=
λ1

λ1 + λ2 + λ3

.

（3）记两次轿车通过之间的时间为 T ∼ Exp(λ1)，则由平稳增量性以及三类汽车相互独立可知两次轿车

通过之间卡车通过的数量为 N2(T )，客车为 N3(T )，其中 {N2(t)} 和 {N3(t)} 为卡车和客车到达对应
的 Poisson 过程。于是

E[N2(T ) +N3(T )] = E[E[N2(T )|T ] + E[E[N3(T )|T ]]

= E[λ2T ] + E[λ3T ]

=
λ2 + λ3

λ1

.

三、(12 分) 设顾客以 λ = 2 人每小时的速度到达某个自动取款机，且每个顾客取走的金额相互独立，

期望为 µ = 500 元，方差为 σ2 = 6000。以 X(t) 表示到 t 为止顾客取走的总金额（忽略顾客取钱的时

间）。求 X(5) 的期望和标准差。

解：

设第 i 个人取金额 Xi，则

X(t) =

N(t)∑
i=1

Xi,

其中 N(t) ∼ P(λt),E[Xi] = µ, V ar(Xi) = σ2，由复合 Poisson 过程知，

E[X(t)] = E[N(t)]E[Xi],Var(X(t)) = E[N(t)]E[X2
i ],

故 E[X(5)] = λt · µ = 5000,
√

Var(X(5)) =
√
λt · (µ2 + σ2) = 1600。

四、(12 分) 设 {N(t), t ≥ 0} 表示一个速率为 λ 的 Poisson 过程，而 X 为一独立于该过程的非负随机

变量，且 E[X] = µ, Var(X) = σ2。求 E[N(X)] 和 Var[N(X)]。

解：

利用条件期望平滑公式

E[N(X)] = E[E[N(X)|X]] = E[λX] = λµ.

利用条件方差公式

Var(N(X)) = Var(E[N(X)|X]) + E[Var(N(X)|X)]

= Var(λX) + E[λX]

= λ2σ2 + λµ.
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五、(20 分) 考虑一组独立可重复的随机试验，设每次只能出现 A, B 和 C 三种结果之一，且发生的概
率依次为 0.5, 0.3 和 0.2。对花样 AAA 和 ABCAB，分别求它们首次出现所需平均试验次数。
解：

E[AAA] = P (A)−3 + P (A)−2 + P (A)−1

= 14,

E[ABCAB] = E[AB] + P (A)−2P (B)−2P (C)−1

= P (A)−1P (B)−1 + P (A)−2P (B)−2P (C)−1

=
2060

9
.

六、(20 分) 设 {N(t), t ≥ 0} 为一更新过程，且其达到间隔时间 X1, X2, . . . 均服从均匀分布 U[1, 3]。

（1）求更新函数 m(t) 的表达式，其中 0 < t < 3。

（2）利用关键更新定理求 limt→∞
∫ t

0
e−(t−s)dm(s)。

（3）设 Y (t) 表示时刻 t 的剩余寿命，求 limt→∞
∫ t

0
Y (s)ds/t。

（4）求 limt→∞ E[Y (t)]。

解：（1）由于间隔时间大于 1，于是 m(t) = 0, 0 < t < 1，当 t ∈ [1, 2) 时，将 F 为 U(1, 3) 的分布函数

代入更新方程

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t

1

m(t− x)dx

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t−1

0

m(x)dx =
t− 1

2
.

当 t ∈ [2, 3) 时

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t

1

m(t− x)dx

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t−1

0

m(x)dx

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t−1

1

x− 1

2
dx

=
t− 1

2
+

(t− 2)2

8
=

t2

8
.
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综上可得

m(t) =


0 0 < t < 1

t−1
2

1 ≤ t < 2

t2

8
2 ≤ t < 3

（2）令 h(t) = e−t，可以验证 h(t) 恒正递减且在 (0,∞) 上可积
(∫ +∞

0
h(s)ds = 1

)
，因此满足直接

Riemann 可积，容易计算间隔时间的期望为 2，从而由关键更新定理

lim
t→∞

∫ t

0

e−(t−s)dm(s) = lim
t→∞

1

2

∫ t

0

e−sds =
1

2
.

（3）记间隔时间对应随机变量为 X ∼ U [1, 3]，由更新报酬过程（课本例 3.6B）可得

lim
t→∞

∫ t

0
Y (s)ds

t
=

E[X2]

2E[X]
=

13

12
.

（4）由课本命题 3.4.6 可得
lim
t→∞

E[Y (t)] =
E[X2]

2E[X]
=

13

12
.

RK：
（3）详细过程如下：
考虑更新报酬过程，设在 s 时刻收到 Y (s) 的钱

lim
t→∞

∫ t

0
Y (s)ds

t
= lim

t→∞

E [R(t)]

t
=

E [R]

E[Xi]
=

E [R]

2

另外注意间隔时间 Xn 独立同分布

E[R] = E [E [R |X1 = x ]]

=

∫
R
E[R|X1 = x]fx1

(x)dx

=

∫ 3

1

1

2
E[R|X1 = x]dx

=
1

2

∫ 3

1

∫ x

0

(x− t)dtdx

=
13

6

因此

lim
t→∞

E[Y (t)] =
13

12

（4）详细过程如下

E[Y (t)] = E
[
Y (t)|SN(t) = 0

]
F̄ (t) +

∫ t

0

E
[
Y (t)|SN(t) = y

]
F̄ (t− y)dm(y)

= E [X − t|X > t] F̄ (t) +

∫ t

0

E [X − (t− y)|X > t− y] F̄ (t− y)dm(y)
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设 h(t) = E [X − t|X > t] F̄ (t)，则其非负不增，且
∫ +∞
0

h(t)dt < ∞（见下面计算过程）
由关键更新定理

lim
t→∞

E[Y (t)] = 0 +
1

µ

∫ +∞

0

h(t)dt

这里用到了 limt→∞ F̄ (t) = 0

由期望的定义 (这里将密度 fX|X>t(s) 改写为 P (X = s|X > t))

E [X − t|X > t] F̄ (t) =

∫ +∞

t

(s− t)fX|X>t(s)P (X > t)ds

=

∫ +∞

t

(s− t)P (X = s|X > t)P (X > t)ds

=

∫ +∞

t

(s− t)P (X = s,X > t)ds

=

∫ +∞

t

(s− t)dF (s)(
= E

[
(X − t)I{X>t}

])
上式也可以由全概率公式（对 X 的取值取条件）得到

E [X − t|X > t] F̄ (t) =

∫ +∞

t

E [X − t|X > t,X = s]P (X > t|X = s)P (X = s)ds

=

∫ +∞

t

(s− t)P (X = s,X > t)ds

=

∫ +∞

t

(s− t)dF (s)(
= E

[
(X − t)I{X>t}

])
则

lim
t→∞

E[Y (t)] =
1

µ

∫ +∞

0

∫ ∞

t

(s− t)dF (s)dt

Fubini换序
=

1

µ

∫ +∞

0

∫ s

0

(s− t)dtdF (s)

=
E[X2

i ]

2µ

=
13

12

七、(附加题, 10 分) 设 {ND(t), t ≥ 0} 为一延迟更新过程，且其达到间隔时间 X1 和 X2 分别服从参数

为 λ 和 µ 的指数分布。试求更新函数 md(t) 的精确表达式。

解：

我们先不看延迟更新的部分（当作 X1 = 0），先求解后半部分（普通更新过程 N(t)）的更新函数 m(t)

法一：

注意 Poisson 过程可以由如下定义：
设 {Xn}

i.i.d.∼ Exp(λ)，第 n 个事件发生的时刻 Sn 为

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn
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这样定义的计数过程为速率为 λ 的 Poisson 过程
则本题的延迟更新过程实际上是一个指数分布加上一个参数为 µ 的 Poisson 过程 N(t)

对于 Poisson 过程 N(t)，它的更新函数为

m(t) = E[N(t)] = µt

法二：

设 X1 ∼ F,X2 ∼ G，记 m(t) =
∑∞

n=1 Gn(t)，则有更新方程

m(t) = G(t) +

∫ t

0

m(t− x)dG(x)

= 1− e−µt +

∫ t

0

m(t− x)µe−µxdx

= 1− e−µt +

∫ t

0

m(x)µe−µ(t−x)dx

= 1− e−µt + µe−µt

∫ t

0

m(x)eµxdx

⇒ m′(t) = µe−µt + µm(t) +

∫ t

0

m(x)eµxdx · (−µ2e−µt)

= µe−µt + µm(t) + (−µ) · (m(t)− 1 + e−µt)

= µ

代入 E[N(t)] = m(0) = 0，有

m(t) = E[N(t)] = µt

再计算延迟更新过程的更新函数 md(t)

法一：

利用延迟更新过程的更新方程

md(t) = F (t) +
∞∑

n=1

Gn(t) ∗ F (t)

= F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

= 1− e−λt +

∫ t

0

µ(t− x)λe−λxdx

= 1− e−λt + µt+
µ

λ
e−λt − µ

λ
.

法二：

对首次更新发生的时刻 s 取条件

md(t) = E[ND(t)] = E [E[ND(t)|X1 = s]]

且有

E[ND(t)|X1 = s] =

1 + E[N(t− s)] t > s

0 t ≤ s
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则

md(t) = E[ND(t)] =

∫ t

0

(1 + E[N(t− s)])λe−λsds

=

∫ t

0

(1 + µ(t− s))λe−λsds

= (1 + µt)
(
−e−λt + 1

)
− µ

∫ t

0

sλe−λsds

= (1 + µt)
(
−e−λt + 1

)
− µ

λ

(
−λte−λt − e−λt + 1

)
= 1− e−λt + µt+

µ

λ
e−λt − µ

λ
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1.2 24 实用随机过程期中

1．（20 分）系统有两个编号为 1,2 的服务台，第 i 号服务台给顾客提供的服务时间服从失效率为常数

λi 的指数分布，其中 i = 1, 2 ，不同顾客的服务时间相互独立．采用先到先服务、后到排队的原则。当

A 到达系统时，发现 B 和 C 占据了两个服务台，求 A 在系统中滞留时间 T 的期望．

解：利用指数分布的性质

X1 ∼ Exp(λ1) X2 ∼ Exp(λ2)

则有

P (X1 < X2) =
λ1

λ1 + λ2

和

min{X1, X2} ∼ Exp(λ1 + λ2)

设顾客 B 与 C 的服务时长分别为 X1 与 X2，则

E
[
顾客 A 在系统中滞留的时间

]
= E

[
顾客 A 在系统中滞留的时间 | B 比 C 先走

]
P (B 比 C 先走)

+ E
[
顾客 A 在系统中滞留的时间 | C 比 B 先走

]
P (C 比 B 先走)

=

(
1

λ1 + λ2

+
1

λ1

)
· λ1

λ1 + λ2

+

(
1

λ1 + λ2

+
1

λ2

)
· λ2

λ1 + λ2

=
3

λ1 + λ2

2．（每小题 6 分，总 24 分）考虑一个 M/G/∞ 系统，顾客到达系统的规律可以用齐次 Poisson 过程
来描述，单位时间内平均到达的顾客数为 5 ，每个顾客需要服务员提供的服务时间相互独立，服从区
间 (1, 3) 上的均匀分布，系统有无穷多个服务员（即顾客到达系统后立即能得到服务）

（1）求于 (0, 4] 到达，且于时刻 5 未被服务完毕的顾客人数 M1 服从的分布；

（2）求于 (0, 4] 到达，且于 (4, 5] 内被服务完毕的顾客人数 M2 服从的分布；

（3）求于 (3, 4] 到达，且于时刻 5 末被服务完毕的顾客人数 M3 服从的分布；

（4）判断 M1,M2,M3 两两之间的独立性．

解：（1）服务时间 G 的密度为

g(x) =

 1
2

1 < x < 3

0 其他

其分布函数为

G(x) =


1 x < 1

x−1
2

1 ≤ x ≤ 2

0 x > 2

则服务时间的生存函数为

Ḡ(x) = 1−G(x) =


0 x < 1

3−x
2

1 ≤ x ≤ 2

1 x > 2
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于 (0, 4] 中 s 时刻到达，且于时刻 5 未被服务完毕的概率为

P1(s) =

Ḡ(5− s) s ≤ 4

0 s > 4
=

 s−2
2

2 ≤ s ≤ 4

0 其他

则由分类 Poisson 过程有

M1 ∼ P
(
λ

∫ 5

0

P1(s)ds

)
= P(5)

（2）于 (0, 4] 中 s 时刻到达，且于 (4, 5] 内被服务完毕的概率为

P2(s) =


1 0 < s ≤ 2

G(5− s) 2 < s ≤ 4

0 s > 4

=


1 0 < s ≤ 2

4−s
2

2 < s ≤ 4

0 s > 4

则由分类 Poisson 过程有

M2 ∼ P
(
λ

∫ 5

0

P2(s)ds

)
= P(15)

（3）于 (3, 4] 中 s 时刻到达，且于时刻 5 末被服务完毕的概率为

P3(s) =


0 s ≤ 3

Ḡ(5− s) 3 < s ≤ 4

0 s > 4

=


0 s ≤ 3

s−2
2

3 < s ≤ 4

0 s > 4

则由分类 Poisson 过程有

M3 ∼ P
(
λ

∫ 5

0

P3(s)ds

)
= P

(
15

4

)
（4）由分类 Poisson 过程，M1 和 M2 是独立的，M2 和 M3 也是独立的，而 M1 和 M3 不是独立的，因

为原 Poisson 过程 N(t) 中的 N(4) 和 N(4)−N(3) 不是独立的

3．（每小题 4 分，总 16 分）假设一个元件于时刻 0 开始投入使用，该元件易于受到外界的冲击，时间
单位按小时计算．在时间段 (0, 3] 内冲击以每小时 2 个的泊松速率到达，在时间段 (3, 6] 内冲击以每小

时 3 个的泊松速率到达，在其后的时间段 (6,+∞) 内冲击以每小时 1 个泊松速率到达．泊松速率到达
是指不可能有两个或多个冲击同时到达．

（1）问冲击到达可以用什么样的过程来描述？
（2）求时间段 (2, 4] 有 1 个冲击发生的概率．
（3）求时间段 (2, 4] 和 (4, 6] 中各有 1 个冲击发生的概率．
（4）求前 10 个小时之内到达冲击期望个数
解：（1）这是一个非齐次 Poisson 过程 N(t)，有强度函数

λ(t) =


2 0 < t ≤ 3

3 3 < t ≤ 6

1 t > 6
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（2）
N(4)−N(2) ∼ P

(∫ 4

2

λ(s)ds

)
= P(5)

则

P (N(4)−N(2) = 1) = 5e−5

（3）由独立增量性，两个事件是独立的，且

N(6)−N(4) ∼ P
(∫ 6

4

λ(s)ds

)
= P(6)

则

P (N(4)−N(2) = 1, N(6)−N(4) = 1) = P (N(4)−N(2) = 1)P (N(6)−N(4) = 1)

= 30e−11

（4）
N(10) ∼ P

(∫ 10

0

λ(s)ds

)
= P(19)

则

E[N(10)] = 19

4．（16 分）以 A(t) 和 Y (t) 记一个更新过程在时刻 t 的年龄和剩余寿命，且假设更新间隔服从参数为

λ 的指数分布，求 P(Y (t) > x | A(t+ x) > s) ，其中 s < t+ x ．

解：

i.s < x 时

A(t+ x) > s 说明 (t+ x− s, t+ x) 时间段内不可能发生更新，则利用指数分布的无记忆性和生存函数

F̄ (x) = e−λx

有

P(Y (t) > x | A(t+ x) > s) = P
(
(t, t+ x)时间段内不发生更新 | (t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
=

P
(
(t, t+ x)时间段内不发生更新, (t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
P
(
(t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
=

P
(
(t, t+ x)时间段内不发生更新

)
P
(
(t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
=

F̄ (x)

F̄ (s)

= e−λ(x−s)

ii.x ≤ s < t+ x 时

A(t+ x) > s 就说明在时刻 t+ s 距离上一次更新的时间间隔大于 s，也就大于 x，所以 (t, t+ x) 时间

段内不可能发生更新，这就说明 t 时刻距离下一次更新的时间间隔大于 x，即 Y (t) > x 必然发生

P(Y (t) > x | A(t+ x) > s) = 1
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RK：更新间隔服从参数为 λ 的指数分布的更新过程事实上就是参数为 λ 的 Poisson 过程

5．（每小题 6 分，总 24 分）观察一列独立同分布的离散随机变量序列 {Wn, n ≥ 1} ，已知

P (W1 = 0) =
1

6
, P (W1 = 1) =

1

3
, P (W1 = 2) =

1

2

（1）分别求等待花样 ”121” 和花样 ”212” 首次发生所需要的期望时间．
（2）给定花样 ”121” 已发生，求等待花样 ”212” 首次发生所需要的额外期望时间．
（3）求等待花样 ”121” 或花样 ”212” 首次发生所需要的期望时间．
（4）求花样 ”121” 于花样 ”212” 之前发生的概率．
解：花样问题

（1）”121” 有重叠”1”，”1” 没有重叠；”212” 有重叠”2”，”2” 没有重叠，则

E[N121] =
(
P 2 (W1 = 1)P (W1 = 2)

)−1
+ (P (W1 = 1))

−1
= 21

E[N212] =
(
P (W1 = 1)P 2 (W1 = 2)

)−1
+ (P (W1 = 2))

−1
= 14

（2）花样 ”121” 给花样 ”212” 提供了花样 ”21”，并注意到”21” 没有重叠，因此

E[N212|121] = E[N212]− E[N21] = 21− 6 = 15

类似的，花样 ”212” 给花样 ”121” 提供了花样 ”12”，并注意到”12” 没有重叠，因此

E[N121|212] = E[N121]− E[N12] = 14− 6 = 8

（3）+（4）设 PA = P (花样 ”121” 于花样 ”212” 之前发生)，M = min(N121, N212)

对花样 ”121” 是否于花样 ”212” 之前发生取条件，有

E[N121] = E[M ] + E[N121 −M ]

= E[M ] + E[N121 −M |花样 ”121” 于花样 ”212” 之前发生](1− PA)

= E[M ] + E[N121|212](1− PA)

类似的

E[N212] = E[M ] + E[N212|121]PA

最后

PA =
E[N212] + E[N121|212]− E[N121]

E[N212|121] + E[N121|212]
=

1

23

E[M ] = E[N212]− E[N212|121]PA =
307

23
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1.3 23 实用随机过程期中

1．（总 18 分，每小题 6 分）设顾客到达某个商店的规律可以用参数 λ = 1 的齐次 Poisson 过程
{N(t), t ≥ 0} 来描述，时间单位为小时．已知前 1 个小时内仅有 2 位顾客到达．
（1）求第 2 个小时内有 3 位顾客到达的概率；
（2）求这 2 位顾客都是在前 20 分钟到达的概率；
（3）求至少有一位顾客是在前 20 分钟到达的概率．
解：（1）利用独立增量性质得

P (N(2)−N(1) = 3 | N(1) = 2) = P (N(2)−N(1) = 3) =
1

6
λ3e−λ =

1

6e

（2）+（3）利用 [(S1, S2) | N(1) = 2]
d
=
(
U(1), U(2)

)
，其中 U1, U2 iid ∼ U(0, 1)，

(
U(1), U(2)

)
为其次序

统计量，于是，

P

(
S1 ≤

1

3
, S2 ≤

1

3

∣∣∣∣ N(1) = 2

)
= P

(
U1 ≤

1

3
, U2 ≤

1

3

)
=

1

9

P

(
S1 ≤

1

3

∣∣∣∣ N(1) = 2

)
= 1− P

(
U1 >

1

3
, U2 >

1

3

)
=

5

9

2．（15 分）设 {N(t), t ≥ 0} 是参数为 λ = 1 的齐次 Poisson 过程，事件发生时刻序列记为 {Sn, n ≥ 1}
．求

E

N(π/2)∑
k=1

sin (Sk)

 , Var

N(π/2)∑
k=1

sin (Sk)


解：设 {Uk, k ≥ 1} iid ∼ U(0, π/2) ，则

N(π/2)∑
k=1

sin (Sk)
d
=

N(π/2)∑
k=1

sin (Uk)

上式来自有限求和可以交换次序；并注意到右端为复合 Poisson 过程。于是

E

N(π/2)∑
k=1

sin (Sk)

 =
λπ

2
E [sin (U1)] = λ = 1

Var

N(π/2)∑
k=1

g (Sk)

 =
λπ

2
E
[
g2 (U1)

]
= λ

∫ π/2

0

sin2 xdx =
λπ

4
=

π

4

3．（总 38 分，前 3 题每小题 6 分，后 2 小题每题 10 分）假设冲击按参数为 λ = 1 的 Poisson 过程发
生，且假设每次冲击独立地以概率 p 引起系统失效。以 Mr 记使得系统第 r 次失效的冲击数，Tr 表示

系统第 r 次失效的时刻，其中 r ≥ 1 为整数。

（1）求 M2 的概率分布；

（2）给定 M2 = n ≥ 2 ，求 T2 的条件分布；

（3）求 P (M2 = n | T2 = t) ，其中 n ≥ 2 ；
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（4）求 P (Mr = n | Tr = t) ，其中 n ≥ r ≥ 3 ；

（5）假设每次冲击造成系统的损失为 c1 元，若造成系统失效，则还需要额外的 c2 元维修损失费．记

R(t) 为 (0, t] 时间段冲击造成系统总的损失费，求 limt→∞ R(t)/t ．

解：（1）首先，M2 ∼ NB(2, p) 服从参数为 (2.p) 的负二项分布，取值于 {2, 3, . . .} ，即

P (M2 = n) =

(
n− 1

1

)
p2(1− p)n−2 = (n− 1)p2(1− p)n−2, n ≥ 2

（2）利用 [T2 | M2 = n] = [Sn | M2 = n] = Sn ∼ Γ(n, 1) ．

RK：n 个独立的指数分布 Xi ∼ Exp(λ), i = 1, ..., n，则其独立和
∑n

i=1 Xi ∼ Γ (n, λ)

（3）可以参考（4）中的一般解法
记 gT2|M2

(t | n) 为 [T2 | M2 = n] 的条件概率密度函数，则由（2）得

gT2|M2
(t | n) = λ(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt

对 M2 取条件，由（2）可以得到 T 的概率密度函数为

gT2
(t) =

∞∑
k=2

gT2|M2
(t | k) · P (M2 = k)

=
∞∑
k=2

λ(λt)k−1

(k − 1)!
e−λt · (k − 1)p2(1− p)k−2 = p2λ2te−λtp

于是，当 n ≥ 2 时，

P (M2 = n | T2 = t) =
gT2|M2

(t | n) · P (M2 = n)

gT2
(t)

=
[λt(1− p)]n−2

(n− 2)!
exp{−λt(1− p)}

（4）考虑 Poisson 过程事件分类，任意时刻 s 发生的冲击事件以概率 p 划为 I 型事件（造成系统失效），
以概率 1− p 划为 II 型事件（未造成系统失效），分别以 Ni(t) 表示 (0, t] 时间段 i 型事件发生的个数，

则 N1(t), N2(t) 相互独立。给定 Tr = t 表示系统于时刻 t 第 r 次失效，且第 r 个 I 型事件一定发生于
时刻 t ，截止到 t 时刻的所有冲击个数应该为 Mr = N2(t) + r ，即

[Mr − r | Tr = t] = N2(t) ∼ Poi(λt(1− p))

于是，

P (Mr = n | Tr = t) = P (N2(t) = n− r) =
[λ(1− p)t]n−r

(n− r)!
exp{−λ(1− p)t}

（5）引进一个更新酬劳过程，每当冲击造成系统失效，则称一个更新发生，该时刻称为更新点。此时，
一个更新间隔长度 T 与 T1 同分布，一个更新间隔里总的酬劳 R 与 c1M1 + c2 ．注意到 M1 ∼ Ge(p)，
则

E [T1] = E

[
M1∑
i=1

Xi

]
= E

[
E

[
M1∑
i=1

Xi | M1

]]
=

1

λ
E[M1] =

1

λp

E[R] = c1E [M1] + c2 =
c1
p

+ c2

其中 {Xk} 为冲击到达间隔．于是，利用更新酬劳过程理论得

lim
t→∞

R(t)

t
=

E [T1]

E[R]
= c1λ+ c2λp = c1 + c2p
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4．（14 分）设一个元件的工作过程可以用更新过程 {N(t), t ≥ 0} 来描述，更新间隔序列 {Xn, n ≥ 1}
独立同分布，共同分布 F 具有非格子点性质，且满足 E [X1] = 1 ，E [X3

1 ] = 3 ，记 Y (t) 为元件于时刻

t 的剩余寿命，求 limt→∞ E [Y 2(t)] ．

证法一：记 h(t) = E [(X − t)2 | X > t] F̄ (t) ，其中 X ∼ F ．对 t 之前最后一次更新发生时刻 SN(t) 取

条件得

E
[
Y 2(t)

]
=E

[
Y 2(t) | SN(t) = 0

]
· F̄ (t)

+

∫ t

0

E
[
Y 2(t) | SN(t) = y

]
F̄ (t− y)dm(y)

=E
[
(X − t)2 | X > t

]
F̄ (t)

+

∫ t

0

E
[
(X − (t− y))2 | X > t− y

]
F̄ (t− y)dm(y)

=h(t) +

∫ t

0

h(t− y)dm(y)

由关键更新定理，并注意到 F̄ (t) → 0(t → ∞)，则有

lim
t→∞

E
[
Y 2(t)

]
= 0 +

1

µ

∫ ∞

0

h(t)dt

=
1

µ

∫ ∞

0

E
[
(X − t)2 | X > t

]
F̄ (t)dt

由期望的定义 (这里将密度 fX|X>t(s) 改写为 P (X = s|X > t))

E
[
(X − t)2 | X > t

]
F̄ (t) =

∫ ∞

t

(s− t)2fX|X>t(s)P (X > t)ds

=

∫ ∞

t

(s− t)2P (X = s|X > t)P (X > t)ds

=

∫ ∞

t

(s− t)2P (X = s,X > t)ds

=

∫ ∞

t

(s− t)2dF (s)(
= E

[
(X − t)2I{X>t}

])
上式也可以由全概率公式（对 X 的取值取条件）得到

E
[
(X − t)2 | X > t

]
F̄ (t) =

∫ ∞

t

E
[
(X − t)2 | X = s,X > t

]
P (X > t | X = s)P (X = s)ds

=

∫ ∞

t

(s− t)2P (X = s,X > t)ds

=

∫ ∞

t

(s− t)2dF (s)(
= E

[
(X − t)2I{X>t}

])



1.3. 23 实用随机过程期中 15

最后

lim
t→∞

E
[
Y 2(t)

]
=

1

µ

∫ ∞

0

∫ ∞

t

(s− t)2dF (s)dt

Fubini换序
=

1

µ

∫ ∞

0

∫ s

0

(s− t)2dtdF (s)

=
1

µ

∫ ∞

0

s3

3
dF (s)

=
E [X3

1 ]

3µ

= 1

RK：把过程中的 2 换成 r ∈ Z+，结论类似地成立, 即

lim
t→∞

E [Y r(t)] =
E
[
Xr+1

1

]
(r + 1)µ

证法二：对首次更新发生时刻 X1 取条件，得

E
[
Y 2(t)

]
= E

[
Y 2(t) | X1 > t

]
· F̄ (t) +

∫ t

0

E
[
Y 2(t) | X1 = y

]
dF (y)

记 h(t) = E
[
(X − t)2+

]
, g(t) = E [Y 2(t)] ，则

g(t) = h(t) +

∫ t

0

g(t− y)dF (y)

因此，

g(t) = h(t) +

∫ t

0

h(t− y)dm(y)

余下同证法一．

5．（15 分）观察一列独立同分布的离散随机变量 W1,W2, . . . ，等待花样＂ 22322 ＂的发生．设

P (W1 = 0) = P (W1 = 1) =
1

8
, P (W1 = 2) =

1

2
, P (W1 = 3) =

1

4

求等待花样＂ 22322 ＂首次发生所需要的期望时间．
解法一：构造标准更新酬劳过程 {Xn, n ≥ 1} 如下：首次出现的花样＂ 22322 ＂时刻称为首次更新时
刻：从该时刻以后开始（不考虑该时刻及其以前的历史）再次出现该花样的时刻称为第二次更新时刻；

如此下去。每个更新区间里的酬劳并不是于更新点给付的，如果在任何时刻 i 出现上述花样（此时考虑

该时刻所有的历史），则给付酬劳 Ri = 1 个单位。在利用更新酬劳过程理论得

lim
n→∞

E [R1 +R2 + · · ·+Rn]

n
=

E[R]

E[T ]
(⋆.1)

其中 E[T ]和 E[R]分别表示期望更新间隔时和在一个更新间隔时里的期望酬劳。另一方面，Rj = 0, ∀j =
1, . . . , 4;E[Ri] = 1/64, ∀i ≥ 5 ，

E[R] = 1 +
4∑

j=1

E[ 在一个更新之后的第j 时刻的酬劳]

= 1 +

[
0 + 0 + 0 +

1

16
+

1

32

]
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于是利用 (⋆.1) 可求出 E[T ] = 64[1 + 1/16 + 1/32] = 70 ．

解法二：设 T2 为首次出现花样 ”2” 的时刻，设 T22|2 为在出现 ”2” 条件下等待花样 ”22” 出现所需要
的额外时间，T22322|22 为在出现 ”22” 条件下花样 ”22322” 出现所需要的额外投掷次数，则首次出现花
样 ”22322” 所需要的时间

T22322 = T2 + T22|2 + T22322|22

其中 T2, T2|2 和 T22322|22 相互独立．于是利用（延迟）更新过程的理论可求出

E[T2] = 2, E[T22|2] = 4, E[T22322|22] = 64

所以 E[T22322] = 2 + 4 + 64 = 70
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1.4 22 实用随机过程期中

1．（总 16 分，每小题 4 分）设 {N(t), t ⩾ 0} 是速率为 λ = 2 的齐次 Poisson 过程，以 Sn 表示第 n

个事件发生时刻。

（1）求 E[N(4)−N(2) | N(1) = 5] 。

（2）给定 N(5) = 10 ，求 N(2) 的条件分布。

（3）求 E [S5 | N(1) = 2] 。

（4）求 Cov(N(6), N(10)) 。

解：（1）由独立增量性

E[N(4)−N(2) | N(1) = 5] = E[N(4)−N(2)] = E[P(2λ)] = 4

（2）给定 N(5) = 10，则前 10 个事件的发生时间 S1, ..., Sn ∼ (U(1), ..., U(n))，这里 (U(1), ..., U(n)) 为

U1, ..., Un
i.i.d.∼ U(0, 5)，每个随机变量落入区间 (0, 2) 的概率为 2

5
，则

N(2) | N(5) = 10 ∼ B
(
10,

2

5

)
（3）到达时间间隔

X3, X4, X5
i.i.d∼ Exp(λ)

则

S5 | N(1) = 2 ∼ 1 +X3 +X4 +X5

那么

E [S5 | N(1) = 2] = 1 +
3

λ
=

5

2

（4）证明一个更一般的结论：
Cov (N(t), N(s)) = λmin{s, t}

下面设 s ≤ t

证一：

Cov (N(t), N(s)) = Cov (N(t)−N(s), N(s)) + Cov (N(s), N(s))

独立增量性
= 0 + Var (N(s))

= λs

证二：

Cov (N(t), N(s)) = E [N(t)N(s)]− E[N(t)]E[N(s)]

且有

E[N(t)] = λt E[N(s)] = λs

E [N(t)N(s)] = E [N(s) (N(s) + (N(t)−N(s)))]

独立增量性
= E

[
N2(s)

]
+ E[N(s)]E[N(t)−N(s)]

= λ2s2 + λs+ λs · λ(t− s)

= λs+ λ2st
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因此

Cov (N(t), N(s)) = λs

特别的，对本题有

Cov(N(6), N(10)) = 12

2．（总 25 分，每小题 5 分）假设男性顾客和女性顾客分别以速率 λ1 和 λ2 独立地进入某个酒店，而

每个男顾客和女顾客会购物的概率分别为 p1 和 p2 ，且与其他人相互独立。其中，p1 > 0, p2 > 0 。

（1）设 N(t) 表示到时刻 t 为止会购物顾客的人数，问 {N(t), t ⩾ 0} 为一个 Poisson 过程吗？若是，则
写出其速率；若否，请说明理由。

（2）试求第 1 位会购物的顾客是女性的概率。
（3）试求在第 1 个男顾客进入酒店之前已进入该酒店的女性顾客数的分布律。
（4）试求在第 1 个会购物的男顾客进入酒店之前已进入该酒店的女性顾客数的分布律。
（5）假设 λ2 = 8, p2 =

1
2
，且会购物的女性顾客以概率 1

4
采购 1 元的商品，以概率 3

4
采购 2 元的商品。

以 S(t) 表示时刻 t 之前到达的女性顾客采购的商品总金额，求 P(S(1) = 4) 。

解：（1）是 Poisson 过程，且速率为 p1λ1 + p2λ2

结论来自分类 Poisson 过程（购物的男、女顾客分别服从参数为 p1λ1 和 p2λ2 的独立的 Poisson 过程）
和独立 Poisson 过程的可加性
可加性来自两个独立的指数分布有性质：

X1 ∼ Exp(λ1) X2 ∼ Exp(λ2) min{X1, X2} ∼ Exp(λ1 + λ2)

及 Poisson 过程的达到时间间隔定义方式
（2）独立的指数分布有性质：

X1 ∼ Exp(λ1) X2 ∼ Exp(λ2) P (X1 < X2) =
λ1

λ1 + λ2

上式来自全概率公式：

P (X1 < X2) =

∫
P (X1 < x | X2 = x)P (X2 = x)dx

则

P (第一位购物顾客是女) =
p2λ2

p1λ1 + p2λ2

（3）由指数分布的无记忆性，无论已经有几个女顾客进入，下一个进入的女顾客的概率仍为 λ2

λ1+λ2

设 N 为在第一个男顾客进入前进入的女顾客数，则 N + 1 ∼ Ge
(

λ1

λ1+λ2

)
，也就是

P (N = k) =

(
λ1

λ1 + λ2

)(
λ2

λ1 + λ2

)k

（4）与上一问基本相同，记 N ′ 为第 1 个会购物的男顾客进入酒店之前已进入该酒店的女性顾客数，则
N ′ + 1 ∼ Ge

(
p1λ1

p1λ1+λ2

)
，即

P (N ′ = k) =

(
p1λ1

p1λ1 + λ2

)(
λ2

p1λ1 + λ2

)k
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（5）S(1) = 4 有以下情况：

i.4 个均买 1 元商品
ii. 买 2 个 2 元商品
iii. 买 1 个 2 元商品，买 2 个 1 元商品
记购物的女顾客构成 Poisson 过程 N(t)，由全概率公式

P (S(1) = 4) = P (N(1) = 2)

(
3

4

)2

+ P (N(1) = 4)

(
1

4

)4

+ P (N(1) = 3)

(
3

1

)(
3

4

)(
1

4

)2

最后代入 N(1) ∼ P(4) 即可

3．（总 20 分，每小题 5 分）某公司的一部售后服务电话的呼叫次数服从速率为 λ 的 Poisson 过程，通
话时间 {Xn, n ⩾ 1} 是一列独立随机变量，且均服从参数为 µ 的指数分布。假设这部售后服务电话在

通话时，其它电话打不进来，而空闲时一定会接听呼叫电话。以 N(t) 表示到时刻 t 为止电话打进来的

次数。（呼叫速度单位：次／分钟。通话时间单位：分钟。）

（1）问 {N(t), t ⩾ 0} 是何种随机过程？请说明理由。
（2）试求一次通话时没能打进来的电话的平均次数。
（3）对充分大的 t ，试求时刻 t 电话处于通话中的概率。

（4）试求下列极限：
lim
n→∞

E[N(t)]

t

解：（1）{Xn, n ⩾ 1} 为更新过程，每接听一次电话视为一次更新，因为指数分布的无记忆性，可以视
为通话时相当于没有人打电话

（2）设一次通话时间为 T，未接的电话数为 N，则：

E[N ] = E [E[N | T ]] = E[Poi(T )] = E [λT ] =
λ

µ

（3）考虑交替更新过程，记接听电话时系统为开，则

lim
t→∞

P (t时刻处于通话状态) =
E
[
一次接听时间

]
E
[
一次接听时间

]
+ E

[
一次空闲时间

]
又

E
[
一次接听时间

]
=

1

µ
E
[
一次空闲时间

]
=

1

λ

最后

lim
t→∞

P (t时刻接听) =
λ

λ+ µ

（4）
lim
n→∞

E[N(t)]

t
= lim

n→∞

m(t)

t
=

1

E[X]

其中

E[X] =
1

λ
+

1

µ

则

lim
n→∞

E[N(t)]

t
=

λµ

λ+ µ
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4．（总 24 分，每种解法各 12 分）现考虑一系列独立重复试验，每次试验抛掷一枚均匀的骰子，以 Wn

表示第 n 次抛骰子掷出的点数。试验一直进行到连续抛出四个点数同奇数或者同偶数为止。试用两种

不同的方法求抛掷次数 T 的期望。

解一：花样问题

把问题约化成投掷一个均匀硬币，连续出 4 次正面/反面的所需次数的期望，显然这两个的次数的期望
应该是一样的，因此总次数的期望应该是连续 4 次正面的次数的期望的一半，下面求连续 4 次正面的
次数的期望

HHHH 有重叠 HHH，HHH 有重叠 HH，HH 有重叠 H，H 没有重叠

E[THHHH ] = 24 + 23 + 22 + 2

= 30

则

E[T ] =
E[THHHH ]

2
= 15

解二：用条件期望递推

仍然求连续 4 次正面的次数的期望，对连续 3 次投掷出正面后的下一次取条件

E[THHHH | THHH = n] =
1

2
(n+ 1) +

1

2
(n+ 1 + E[THHHH ])

进一步地

E[THHHH ] = 2E [THHH ] + 2

递推下去，有

E[连续投掷出n个正面需要的次数] =
n∑

k=1

2k

特别的

E[THHHH ] = 24 + 23 + 22 + 2 = 30

5．（总 15 分，第 1 小题 5 分，第二小题每种解法各 5 分）现考虑独立重复试验，每次试验抛掷一枚均
匀骰子，试验一直进行到抛出点数 6 为止。记 N 为抛掷骰子的总次数，S 为到试验结束时累计抛出的

点数之和。

（1）当 n > 1 时，求 E[S | N = n] 。

（2）试用两种方法求 E[S]
解：（1）注意前 n− 1 次只能抛出 1-5 的点数，每个点数的概率为 1

5
，则

E[S | N = n] = (n− 1)E[X | X ̸= 6] + 6

= 3n+ 3
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（2）
解一：利用（1）中的条件期望

E[S] = E[E[S | N ]] = 3E[N ] + 3

又

N ∼ Ge
(
1

6

)
E[N ] = 6

最后

E[S] = 21

解二：利用 Wald 方程，N 为停时，这时视前 n− 1 个骰子为 6 面的，记 X ′
i 为第 i 次投掷的点数

E[X ′
i] = 3.5

最后

E

[
N∑
i=1

X ′
i

]
= E[N ]E[X ′

i] = 21
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1.5 21 实用随机过程期中

1．（14分）设 {Xn, n ≥ 1}和 {Yn, n ≥ 1}是两个独立同分布的随机变量序列，满足 E[X1] = µ1,E[Y1] =

µ2 ，再设 N ∼ Poission(λ) 且独立于 {Xn, Yn, n ≥ 1} ，求 Cov
(

N∑
i=1

Xi,
N∑
j=1

Yj

)
。

解：N 与 {Xn, n ≥ 1} 和 {Yn, n ≥ 1} 独立，则 N 为停时，由 Wald 方程有

E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[Xi] = λµ1

E

[
N∑
i=1

Yi

]
= E[N ]E[Yi] = λµ2

再由独立同分布性和 Wald 方程有

E

[(
N∑
i=1

Xi

)(
N∑
i=1

Yi

)]
= E

 N2∑
i=1

XiYi


= E[N2]E[XiYi]

= E[N2]E[Xi]E[Yi]

= (λ2 + λ)µ1µ2

最后

Cov
(

N∑
i=1

Xi,
N∑
j=1

Yj

)
= E

[(
N∑
i=1

Xi

)(
N∑
i=1

Yi

)]
− E

[
N∑
i=1

Xi

]
E

[
N∑
i=1

Yi

]
= λµ1µ2

2．（总 16 分，每小题 8 分）设 X1, . . . , Xn 相互独立，Xk ∼ Exp (λk) , k = 1, . . . , n ．

（1）求 P
(
Xi = min

1≤j≤n
Xj

)
；

（2）求 P
(
Xi = min

1≤j≤n
Xj | min

1≤k≤n
Xk > t

)
，其中 t > 0 ．

解：（1）
P
(
Xi = min

1≤j≤n
Xj

)
=

λi
n∑

j=1

λj

以 X1 为例证明这个结论，首先

P
(
X1 = min

1≤j≤n
Xj | X1 = t

)
=

n∏
j=2

P(Xj > t)

=
n∏

j=2

e−λjt

= e
−t

n∑
i=2

λi



1.5. 21 实用随机过程期中 23

利用全概率公式

P
(
X1 = min

1≤j≤n
Xj

)
=

∫ +∞

0

P
(
X1 = min

1≤j≤n
Xj | X1 = t

)
fX1

(t)dt

=

∫ +∞

0

e
−t

n∑
i=2

λi

λ1e
−λ1tdt

= λ1

∫ +∞

0

e
−t

n∑
i=1

λi

dt

注意到 Exp (
∑n

i=1 λi) 的密度的积分为 1∫ +∞

0

(
n∑

i=1

λi

)
e
−t

n∑
i=1

λi

dt = 1

最后

P
(
Xi = min

1≤j≤n
Xj

)
=

λ1
n∑

j=1

λj

上面过程中把 X1 换成 Xi，结论相似地成立

（2）由指数分布的无记忆性
P (Xi > s+ t | Xi > t) = P(Xi > s)

令 Yi = Xi − t | X > t ，则 Yi ∼ Exp(λi)

最后

P
(
Xi = min

1≤j≤n
Xj | min

1≤k≤n
Xk > t

)
= P

(
Yi = min

1≤j≤n
Yj

)
=

λi
n∑

j=1

λj

3．（16 分）设 {N(t), t ≥ 0} 是强度 λ = 2 的齐次 Poisson 过程，第 i 个事件发生时刻记为 Si, i ≥ 1 ．

求

E

[
∞∑
i=1

Zi max {10− Si, 0}

]
,

其中 {Zn, n ≥ 1} iid ∼ N(5, 10) ，该序列独立于过程 {N(t), t ≥ 0} ．
解：注意到

E

[
∞∑
i=1

Zi max {10− Si, 0}

]
= E

N(10)∑
i=1

Zi(10− Si)


所以只需要考虑 Si < 10 的事件即可

对 N(10) = n 取条件，利用独立性，有

E

N(10)∑
i=1

Zi(10− Si) | N(10) = n

 = E

N(10)∑
i=1

Zi(10− U(i))


= E[Z1]E

[
n∑

i=1

(10− U(i))

]
= 5 · 5n

= 25n
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则有

E

[
∞∑
i=1

Zi max {10− Si, 0}

]
= E

E
N(10)∑

i=1

Zi(10− Si) | N(10) = n

 = 25E[N(10)] = 500

4．（16 分，第一小题 10 分，第二小题 6 分）假设系统故障的发生规律可以用齐次 Poisson 过程来描
述，单位时间平均发生 12 次故障，每次故障都要造成损失，分别以概率 1/2 ，1/3 和 1/6 损失 $1, $5

和 $10 ．设 X(t) 表示到时刻 t 系统因故障累计造成的损失大小．

（1）求 P(X(t) = 11) ；

（2）求 Cov(X(t), X(t+ 5)) ．

解：（1）X(t) = 11 有以下情况：

i.1 次 10+1 次 1
ii.2 次 5+1 次 1
iii.1 次 5+6 次 1
iv.11 次 1
则由全概率公式

P (X(t) = 11) = P (N(t) = 2)

(
2

1

)(
1

2

)(
1

6

)
+ P (N(t) = 3)

(
3

1

)(
1

2

)(
1

3

)2

+ P (N(t) = 7)

(
7

1

)(
1

2

)6(
1

3

)
+ P (N(t) = 11)

(
1

2

)11

最后代入 N(t) ∼ P(λt) 即可
（2）证明一个更一般的结论

对于复合 Poisson 过程 X(t) =
N(t)∑
i=1

Xi，其中 N(t) 为 Poisson 过程，其协方差为

Cov (X(t), X(s)) = V ar(X(min{t, s})) = λmin{t, s}E[X2
i ]

下面设 s ≤ t，由协方差的双线性性

Cov (X(t), X(s)) = Cov(X(s), X(S)) + Cov(X(t)−X(s), X(s))

又由独立增量性

Cov(X(t)−X(s), X(s)) = 0

则

Cov (X(t), X(s)) = Var(X(s)) = λsE[X2
i ]

对于本题

Cov(X(t), X(t+ 5)) = 306t

5．（总 22 分，前三小题每题 5 分，最后一小题 7 分）假设一个元件于时刻 0 开始投入使用，该元件易
于受到外界的冲击，在前 5 个小时内冲击以每小时 4 个的泊松速率到达，在随后的时间段中冲击是每
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小时 2 个的泊松速率到达。泊松速率到达是指不可能有两个或多个冲击同时到达。
（1）问冲击到达可以用什么样的过程来描述？
（2）求时间段 (2, 4] 有 1 个冲击发生的概率．
（3）求时间段 (4, 6] 有 1 个冲击发生的概率．
（4）求第三个冲击发生时刻 S3 的概率密度函数．

解：（1）这是一个非齐次的 Poisson 过程
有强度函数

λ(t) =

4 t ≤ 5

2 t > 5

（2）首先
N(4)−N(2) ∼ P(8)

则

P (N(4)−N(2) = 1) = 8e−8

（3）分成两段，记 X1 = N(5)−N(4) 和 X2 = N(6)−N(5)，则

X1 ∼ P(4) X2 ∼ P(2)

由全概率公式和独立增量性

P (X1 +X2 = 1) = P (X1 = 0)P (X2 = 1) + P (X1 = 1)P (X2 = 0)

= 6e−6

（4）设 m(t) =
∫ t

0
λ(s)ds，则 N(t) ∼ P(m(t))

则

fS3
(t) = lim

h→0

P (S3 ∈ (t, t+ h))

h

= lim
h→0

P (N(t) = 2)P (N(t+ h)−N(t) = 1)

h

=
m2(t)

2
e−m(t)λ(t)h

h

=

32t2e−4t t ≤ 5

(2t+ 10)2e−(2t+10) t > 5

6．（16分）设 {Xn, n ≥ 1}是独立同分布的非负随机变量序列，共同的分布具有概率密度函数 f(x),M ∼
Poisson (λ0) , λ0 > 0 ，且独立于 {Xn, n ≥ 1} ，定义

N(t) = # {k : Xk ≤ t, k ≤ M} , t ≥ 0,

证明 {N(t), t ≥ 0} 是非齐次 Poisson 过程，其强度函数为 λ(t) = λ0f(t) ．

解：先说明一下 N(t) 是怎么构造的：随机变量 M 取定一个值 m 后，对 ∀k ≤ m 检验条件 Xk ≤ t 是

否成立，N(t) 就是满足上式条件的 Xk 的数量
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N(t) 的独立增量性由 Xn 独立同分布给出，下面证明强度函数为 λ(t) = λ0f(t)

首先

N(t+ s)−N(s) = # {k : s < Xk ≤ s+ t, k ≤ M}

则在给定 M = m 的条件下有

N(t+ s)−N(s) | M = m ∼ B(m, p)

其中 p = P (s < X ≤ t+ s) =
∫ t+s

s
f(x)dx

由全概率公式

P (N(t+ s)−N(s) = k) =
∞∑

m=k

P (N(t+ s)−N(s) = k | M = m)P (M = m)

=
∞∑

m=k

(
m

k

)
pk(1− p)m−k λ

m
0 e−λ0

m!

= e−λ0

∞∑
i=0

(
i+ k

k

)
pk

(1− p)iλi
0

(i+ k)!
· λk

0

= e−λ0
(λ0p)

k

k!

∞∑
m=k

(λ0(1− p))
i

i!

= e−λ0
(λ0p)

k

k!
· eλ0(1−p)

=
(λ0p)

k

k!
e−λ0p

即

N(t+ s)−N(s) ∼ P(λ0p)

注意

p =

∫ t+s

s

f(x)dx

则

N(t+ s)−N(s) ∼ P
(∫ t+s

s

λ0f(x)dx

)
这就说明了强度函数为 λ(t) = λ0f(t)
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1.6 20 实用随机过程期中

1.（20 分）现有 m 个偶数和 n 个奇数，m ≥ 1, n ≥ 1。现随机地将这 m + n 个数从左到右排成一行

（位置编号分别为 1, 2, . . . ,m+ n），记 W 为该序列中从左到右首次出现偶数的位置编号，求 E[W ]（若

给出两种解法，可以另加 5 分）。
解一：用条件期望递推

记 m 个偶数和 n 个奇数的序列首次出现偶数的位置编号为 W (m,n)，对第一个数的奇偶性取条件

E[W (m,n)] =
m

m+ n
· 1 + n

m+ n
(E[W (m,n− 1)] + 1) = 1 +

n

m+ n
E[W (m,n− 1)]

再由边界条件 E[W (m, 0)] = 1 递推有

E[W (m,n)] =
m+ n+ 1

m+ 1

解二：给 n 个奇数编号 1, ..., n，记

Ik =

1 第 k 个奇数在所有偶数前

0 其他

则 Ik 同分布，且一个奇数可以插空地放在每个偶数的两边，也就是有 m+ 1 个位置可以选择，则

E[Ik] = P (Ik = 1) =
1

m+ 1

那么

E[W (n,m)] = 1 + E

[
n∑

k=1

Ik

]
= 1 +

n

m+ 1
=

m+ n+ 1

m+ 1

2. （20 分）假设一个系统有两个服务台，服务台 i 给顾客提供的服务时间服从参数 λi 的指数分布，

i = 1, 2。采用先到先服务、后到排队的规则，当顾客 A 到达系统时，发现顾客 B 和 C 各自占据一个
服务台，求顾客 A 在系统中滞留的期望时间。
解：利用指数分布的性质

X1 ∼ Exp(λ1) X2 ∼ Exp(λ2)

则有

P (X1 < X2) =
λ1

λ1 + λ2

和

min{X1, X2} ∼ Exp(λ1 + λ2)

设顾客 B 与 C 的服务时长分别为 X1 与 X2，则

E
[
顾客 A 在系统中滞留的时间

]
= E

[
顾客 A 在系统中滞留的时间 | B 比 C 先走

]
P (B 比 C 先走)

+ E
[
顾客 A 在系统中滞留的时间 | C 比 B 先走

]
P (C 比 B 先走)

=

(
1

λ1 + λ2

+
1

λ1

)
· λ1

λ1 + λ2

+

(
1

λ1 + λ2

+
1

λ2

)
· λ2

λ1 + λ2

=
3

λ1 + λ2
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3. （24 分）一个元件易于受到外界的冲击的影响，冲击有两种类型。一型冲击按平均单位时间 2 次的
强度发生，每个冲击将概率 1 地使得元件失效；二型冲击按平均单位时间 8 次的强度发生，每个冲击
将概率 1/2 地使得元件失效。元件一旦失效，瞬间用同型元件更换，更换时间不计，两种冲击产生过程

独立。记 N(t) 为 (0, t] 时间段元件失效的次数。

（1）所有的冲击发生规律可以用什么样的概率模型来描述？（要求详细描述）
（2）{N(t), t ≥ 0} 是什么样的概率模型？（要求详细描述）
（3）已知元件在 (10, 20] 时段失效 6 次，求时段 (30, 40] 一型冲击发生 2 次的概率。
（4）给定元件在 (10, 20] 时段失效 6 次，求该时段内一型和二型冲击期望发生的次数。
解：（1）I 型冲击到达的过程是速率为 2 的 Poisson 过程 N ′

1(t)；II 型冲击到达的过程是速率为 8 的
Poisson 过程 N ′

2(t)，且它们独立；由于 Poisson 过程的独立可加性，所有冲击到达的过程是速率为 10
的 Poisson 过程 N ′(t)

（2）由分类 Poisson 过程，I 型冲击导致元件失效的过程是速率为 2 的 Poisson 过程 N1(t)；II 型冲击
导致元件失效的过程是速率为 4 的 Poisson 过程 N2(t)，且它们独立；总失效数 N(t) 是速率为 6 的
Poisson 过程
（3）由于独立增量性

N ′
1(40)−N ′

1(30) | N(20)−N(10) = 6 ∼ N ′
1(40)−N ′

1(30) ∼ P(20)

则

P (N ′
1(40)−N ′

1(30) | N(20)−N(10) = 6) = P (N ′
1(40)−N ′

1(30)) = 200e−20

（4）先证明一个结论
设 X ∼ P(λ) Y ∼ P(µ) 且它们相互独立，则对 Z = X + Y 有

X | Z = n ∼ B
(
n,

λ

λ+ µ

)
Y | Z = n ∼ B

(
n,

µ

λ+ µ

)
注意到

P (X = k | X = n) =
P (X = k,X = n)

P (X = n)

=

λke−λ

k!
· µn−ke−µ

(n−k)!

(λ+µ)ne−(λ+µ)

n!

=

(
n

k

)(
λ

λ+ µ

)k (
µ

λ+ µ

)n−k

即可

对于本题，记 N 为 (10, 20] 时段总失效次数，N1 为 (10, 20] 时段 I 型冲击导致的失效次数，N2 为

(10, 20] 时段 II 型冲击导致的失效次数，则

N = N1 +N2 N1 ∼ P(20) N2 ∼ P(40)

最后有

E[N1 | N = 6] = 2 E[N2 | N = 6] = 4
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4. （16 分，每小题 8 分）某出租车公司的驾驶员可分为三类，第 i 类驾驶员每年发生的交通事故平均

为 i 次，i = 1, 2, 3，这三类驾驶员在公司的人数占比分别为 1/2、1/3 和 1/6。现随机从该公司选择一

名驾驶员，记 N(t) 为该驾驶员在时段 (0, t] 发生的交通事故。

（1）问 {N(t), t ≥ 0} 是什么样的概率模型？（要求详细描述）
（2）给定 N(10) = 4，求该驾驶员属于第 1 类人员的概率。
解：（1）{N(t), t ≥ 0} 是条件 Poisson 过程，设 N = 1, 2, 3 为驾驶员的类型，则 N(t) | N = i 是速率

为 i 的 Poisson 过程
（2）利用

P (N = i | N(t) = n) =
P (N = i)P (N(t) = n | N = i)∑

j

P (N = j)P (N(t) = n | N = j)

有

P (N = 1 | N(10) = 4) =
1
2
P (N(10) = 4 | N = 1)

1
2
P (N(10) = 4 | N = 1) + 1

3
P (N(10) = 4 | N = 2) + 1

6
P (N(10) = 4 | N = 3)

=
1
2
e−10104

1
2
e−10104 + 1

3
e−20204 + 1

6
e−30304

5. （20 分，每小题 10 分）设 {N(t), t ≥ 0} 是强度为 1 的齐次 Poisson 过程，事件发生时刻序列记为

{Sn, n ≥ 1}，求 E

[
N(t)∑
k=1

logSk

]
。

解：设 U1, ..., Un
i.i.d.∼ U(0, t)，(U(1), U(n)) 为其次序统计量，则对 N(t) = n 取条件有

E

N(t)∑
k=1

logSk | N(t) = n

 = E

[
n∑

k=1

logU(k)

]

注意有限求和号内可以任意换序，就有

n∑
k=1

logU(k) =
n∑

k=1

logUk

则

E

[
n∑

k=1

logU(k)

]
= E

[
n∑

k=1

logUk

]
=

n∑
k=1

E [logUk]

另一方面

E [logUk] =

∫ t

0

1

t
logxdx = log t− 1

则有

E

N(t)∑
k=1

logSk | N(t) = n

 = n(log t− 1)
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最后

E

N(t)∑
k=1

logSk

 = E

E
N(t)∑

k=1

logSk | N(t) = n

 = E[N(t)](log t− 1) = t(log t− 1)
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1.7 19 实用随机过程期中

1.（16 分）一个盒子中 n+m 个小球，其中 n 个红球，m 个黑球．现依次不放回地从盒子中取球，以

X 记在首次取得黑球前取出的红球个数．求 E[X] ．

解一：用条件期望递推

记有 n 个红球和 m 个黑球的盒子首次取得黑球前取出的红球个数为 X(n,m)，对第一个球的颜色取条

件

E[X(n,m)] =
n

n+m
(E[X(n− 1,m)] + 1) +

m

n+m
· 0

=
n

n+m
(E[X(n− 1,m)] + 1)

并且有边界条件

E[X(0,m)] = 0

递推可以得到

E[X(n,m)] =
n

m+ 1

解二：给 n 个红球编号 1, ..., n，记

Ik =

1 红球 k 在所有黑球前

0 其他

则 Ik 同分布，且一个红球可以插空地放在每个黑球的两边，也就是有 m+ 1 个位置可以选择，则

E[Ik] = P (Ik = 1) =
1

m+ 1

那么

E[X(n,m)] = E

[
n∑

k=1

Ik

]
=

n

m+ 1

2．（36 分）一个商店在上午 8：00 开门，下午 5：00 关门．从 8：00 到 10：00 顾客以每小时 4 人速
率到达，从 10：00 到 12：00 顾客以每小时 8 人速率到达，从 12：00 到下午 2：00 顾客到达率稳定地
从 12：00 的每小时 8 人增加到下午 2：00 的每小时 10 人，而在下午 2：00 到 5：00 顾客到达率稳定
地从下午 2：00 的每小时 10 人下降到下午 5：00 的每小时 4 人。
（1）问顾客的到达规律可以用什么样的概率模型来描述？（要求详细描述该模型）
（2）求上午 8：30 到 9：00 之间没有顾客到达的概率．
（3）求上午 8：30 到 9：30 之间有 3 位顾客到达，而下午 1：30 至 2：30 之间有 6 位顾客到达的概率．
（4）求这家商店平均每天到达的顺客数．
（5）已知某天上午 8：00 到 12：00 之间有 20 位顾客到达，求该天下午 1：00 至 2：00 之间有 10 位
顾客到达的概率．

（6）假定每位到达的顾客以概率 0.6 为男性，以概率 0.4 为女性．求某天上午 8：00 到 10：00 之间有
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5 位男顾客到达，且上午 10：00 至 12：00 之间有 10 位女顾客到达的概率．
解：（1）这是一个非齐次 Poisson 过程 N(t)，记上午 8 点为 t = 0，则强度函数为

λ(t) =



4 0 ≤ t ≤ 2

8 8 < t ≤ 4

t+ 4 4 < t ≤ 6

−2t+ 22 6 < t ≤ 9

（2）N(1)−N(0.5) ∼ P(2)，则
P (N(1)−N(0.5) = 0) = e−2

（3）由独立增量性，这两个事件是独立的，又

N(6.5)−N(5.5) ∼ P
(∫ 6.5

5.5

λ(t)dt

)
= P(9.625)

N(1.5)−N(0.5) ∼ P(4)

最后

P (N(1.5)−N(0.5) = 3, N(6.5)−N(5.5) = 6) = P (N(1.5)−N(0.5) = 3)P (N(6.5)−N(5.5) = 6)

=
43e−4

3!
· 9.625

6e−9.625

6!

= e−13.625 2(9.625)
6

135

（4）N(9) ∼ P
(∫ 9

0
λ(t)dt

)
= P(63)，则

E[N(9)] = 63

（5）由独立增量性，两个事件独立，又

N(6)−N(5) ∼ P
(∫ 6

5

λ(t)dt

)
= P(9.5)

最后

所求 = P (N(6)−N(5) = 10) =
e−9.5(9.5)10

10!

（6）由分类 Poisson 过程，两事件独立，并记 X1 为前一事件，X2 为后一事件，则

N(2) ∼ P(8) X1 ∼ P(4.8)

N(4)−N(2) ∼ P(16) X2 ∼ P(6.4)

最后

P (X1 = 5, X2 = 10) = P (X1 = 5)P (X2 = 10)

=
(4.8)5(6.4)10

5!10!
e−11.2
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3．（14 分）设 {Xn, n ≥ 1} 为独立同分布的随机变量序列，共同分布为参数 λ 的指数分布，N 为几何

分布随机变量，独立于 {Xn, n ≥ 1} ，其中 P(N = n) = p(1− p)n−1 ，n ≥ 1 ．试基于 Poisson 过程的

相关理论求 S =
N∑

k=1

Xk 的分布．

解：考虑几何分布的意义：第一次投掷出正面的硬币所需的总投掷数

设 Xk 为每次投掷的时间间隔，则 S =
N∑

k=1

Xk 即为直到第一次投掷出正面所需的总时间

将 Poisson 过程分类，则投出正面的过程 N1(t) 速率为 λp, 投出反面的过程 N2(t) 速率为 λ(1− p)

那么 S 就是 N1(t) 中第一个时间间隔，即

S ∼ Exp(λp)

4．（14 分）设 {N(t), t ≥ 0} 是强度 λ = 10 的齐次 Poisson 过程，以 Si 记该过程的第 i 个事件发生时

刻，求 E [Si | N(t) = n] ．

解：i.i ≤ n 时

E[Si | N(t) = n] = E[U(i)]

这里 U(i) 为 U1, ..., Un
i.i.d.∼ U(0, t) 的次序统计量

则

E[Si | N(t) = n] = E[U(i)] =
i

n+ 1
t

RK：

E[U(i)] =

∫ t

0

(
n

1

)(
n− 1

i− 1

)
x
(x
t

)i−1 (
1− x

t

)n−i 1

t
dx =

i

n+ 1
t

ii.i < n 时

E[Si | N(t) = n] = E[t+Xn+1 + · · ·+Xi]

其中 Xi 表示时间间隔，且

Xn+1, ..., Xn
i.i.d.∼ Exp(λ) ∼ Exp(10)

则

E[Si | N(t) = n] = t+
i− n

10

5．（20 分）观察一列独立同分布的离散随机变量 W1,W2, . . . ，等待花样 ”010101” 的发生．设

P (W1 = 0) =
1

4
, P (W1 = 1) =

1

2
, P (W1 = 2) = P (W1 = 3) =

1

8

求等待花样 ”010101” 首次发生所需要的期望时间．
解：花样问题
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010101 有重叠 0101，0101 有重叠 01，01 没有重叠，则

E[T010101] = P (010101)−1 + P (0101)−1 + P (01)−1

= 4323 + 4222 + 4 · 2

= 584
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1.8 15 实用随机过程期中

1．设 x1, . . . , xn 为正常数，请用概率的方法证明

1

n

n∑
i=1

xi ≥

(
n∏

i=1

xi

)1/n

证：设 X 为一个随机变量，满足 P (X = logxi) = 1/n, i = 1, . . . , n ．对 ϕ(x) = ex 应用 Jensen 不等
式 Eϕ[X] ≥ ϕ(E[X]) ，立得所欲证不等式，

2．设 X1 ∼ Exp (λ1) , X2 ∼ Exp (λ2) , X3 ∼ Exp (λ3) 且三个随机变量相互独立，其中 λ1 > 0, λ2 >

0, λ3 > 0 ．求 P (X3 > X2, X1 +X2 > X3) ．

解：

P (X3 > X2, X1 +X2 > X3) = E [P (X3 > X2, X1 +X2 > X3 | X1, X2)]

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

λ1λ2e
−λ1x−λ2y

∫ x+y

y

λ3e
−λ3zdz

=
λ2λ3

(λ1 + λ3) (λ2 + λ3)

3．考虑一个 M/G/∞ 随机服务系统，顾客到达系统的规律可以用齐次 Poisson 过程米描述，单位时间
内平均到达的顾客数为 1 ，每个顾客需要服务员提供的服务时间是独立同分布的，其共同分布的概率
密度函数为 g(u) = 2(1 + u)−3, u ≥ 0 ，系统有无穷多个服务员（即顾客到达系统后立即能得到服务），

以 At 表示时刻 t 系统中处于工作状态的服务员个数．

（1）已知时间段 (1, 10] 到达了 2 位顾客，求时间段 (15, 20] 到达 2 位顾客的概率；
（2）求 A5 的概率分布；

（3）求 Cov (A4, A5) ．

解：顾客到达过程 {N(t)} 为 HPP(1) ，即强度参数 λ = 1 ．

（1）利用 HPP 的独立增量性，得

P(N(20)−N(15) = 2 | N(10)−N(1) = 2) = P(N(20)−N(15) = 2) = 12.5e−5

（2）+（3）记服务时间生存函数为 Ḡ(u) = (1 + u)−2 ，把到达的顾客分为以下 3 类：
I 型：于 (0, 4] 到达，且于时刻 5 未被服务完毕；
II 型：于 (0, 4] 到达，且于 (4, 5] 内被服务完毕；

III 型：于 (4, 5] 到达，且于时刻 5 木被服务完毕．
具体分类如下：于任意时刻 s 到达的顾客，以概率 pi(s) 被划入第 i 型顾客，i = 1, 2, 3 ，

其中

p1(s) =

 Ḡ(5− s), s ≤ 4

0, s > 4
p2(s) =

Ḡ(4− s)− Ḡ(5− s), s ≤ 4

0, s > 4

p3(s) =

Ḡ(5− s), 4 < s ≤ 5

0, s ≤ 4 或s > 5
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以 Ni 记 (0, 5] 时段第 i 型顾客的总数，则 A5 = N1 +N3, A4 = N1 +N2 ．由 Poisson 过程的抽样性质
知：N1, N2, N3 相耳独立，且皆服从 Poisson 分布，对应的 Poisson 参数分别为

λ1 = λ

∫ 5

0

p1(s)ds = 1/3

λ2 = λ

∫ 5

0

p2(s)ds = 7/15

λ3 = λ

∫ 5

0

p3(s)ds = 1/2

于是

A5 ∼ Poisson(5/6) Cov (Ai, A5) = Var (N1) = 1/3

4．假设顾客到达银行的规律可用强度参数 λ = 2 的齐次 Poisson 过程来描述，每位到达的顾客以概率
1/2 为男性．已知在前 10 个单位时间里有 100 个顾客到达该银行，问在该时间段到达该银行的女性顾
客平均有多少？

解：在该时间段到达该银行的女性顾客 N ∼ B
(
100, 1

2

)
则

E[N ] = 50

5．设 {Xn, n ≥ 1} 为独立同分布的随机变量序列，共同分布为参数 λ 的指数分布，N 为几何分布随机

变量，独立于 {Xn, n ≥ 1} ，其中

P(N = n) = p(1− p)n−1, n ≥ 1

求 S =
N∑

k=1

Xk 的分布，并基于齐次 Poisson 过程的相关理论加以解释

解：考虑几何分布的意义：第一次投掷出正面的硬币所需的总投掷数

设 Xk 为每次投掷的时间间隔，则 S =
N∑

k=1

Xk 即为直到第一次投掷出正面所需的总时间

将 Poisson 过程分类，则投出正面的过程 N1(t) 速率为 λp, 投出反面的过程 N2(t) 速率为 λ(1− p)

那么 S 就是 N1(t) 中第一个时间间隔，即

S ∼ Exp(λp)
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1.9 11 实用随机过程期中

1．（20 分）设 {N(t), t ≥ 0} 是速率为 λ 的 Poisson 过程，以 Sn 记第 n 个事件发生的时刻，s, t > 0 ．

（1）求 E [S4 | N(1) = 2] ．

（2）求 E[N(4)−N(2) | N(1) = 3] ．

（3）在条件 N(s+ t) = n 下，求 N(s) 的分布律．

（4）求 Cov(N(s), N(s+ t)) ．

解：（1）记 Xi 为事件发生的时间间隔，则 Xi
i.i.d.∼ Exp(λ) ∀i，有

E [S4 | N(1) = 2] = E[1 +X3 +X4] = 1 +
2

λ

（2）由独立增量性
E[N(4)−N(2) | N(1) = 3] = E[N(4)−N(2)] = 2λ

（3）设 U1, ..., Un
i.i.d.∼ U(0, s+ t)，(U(1), ..., U(n)) 为其次序统计量，则

S1, ..., Sn | N(s+ t) = n ∼ (U(1), ..., U(n))

进而

N(s) | N(s+ t) = n ∼ B
(
n,

s

s+ t

)
（4）只需证明

Cov (N(t), N(s)) = λmin{s, t}

下面设 s ≤ t

证一：

Cov (N(t), N(s)) = Cov (N(t)−N(s), N(s)) + Cov (N(s), N(s))

独立增量性
= 0 + Var (N(s))

= λs

证二：

Cov (N(t), N(s)) = E [N(t)N(s)]− E[N(t)]E[N(s)]

且有

E[N(t)] = λt E[N(s)] = λs

E [N(t)N(s)] = E [N(s) (N(s) + (N(t)−N(s)))]

独立增量性
= E

[
N2(s)

]
+ E[N(s)]E[N(t)−N(s)]

= λ2s2 + λs+ λs · λ(t− s)

= λs+ λ2st

因此

Cov (N(t), N(s)) = λs
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对于本题有

Cov(N(s), N(s+ t)) = λs

2．（15 分）设随机变量 X 和 Y 独立同分布于参数为 λ 的指数分布．

（1）问 max(X,Y )− min(X,Y ) 服从什么分布？

（2）问 max(X,Y )− min(X,Y ) 和 min(X,Y ) 是否独立？请证明你的结论．

（3）试用 Poisson 过程的背景解释上面的结果．
（注：允许直接利用 Poisson 过程去求解（1）和（2））
解：（1）由指数分布无记忆性，超出量还是原指数分布，即

max(X,Y )− min(X,Y ) ∼ Exp(λ)

（2）由于无记忆性
max(X,Y )− min(X,Y ) | min(X,Y ) = t ∼ Exp(λ)

说明二者独立

（3）max(X,Y )，min(X,Y )可以视为 Poisson过程的首次和第二次的事件发生时间，则（1）来自 Poisson
过程的时间间隔为指数分布，（2）来自 Poisson 过程的独立增量性

3．（16 分）以 Sn 记速率为 λ 的 Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0} 的第 n 个事件发生的时刻。对在意一元函

数 gi 对任意 t > 0 ，试求

Y (t) =

N(t)∑
i=1

g (Si)

的期望和方差

解：解：设 U1, ..., Un
i.i.d.∼ U(0, t)，(U(1), U(n)) 为其次序统计量，则对 N(t) = n 取条件有

E

N(t)∑
k=1

g(Sk) | N(t) = n

 = E

[
n∑

k=1

g(U(k))

]

注意有限求和号内可以任意换序，就有

n∑
k=1

g(U(k)) =
n∑

k=1

g(Uk)

则

E

[
n∑

k=1

g(U(k))

]
= E

[
n∑

k=1

g(Uk)

]
=

n∑
k=1

E [g(Uk)]

则有

E

N(t)∑
k=1

g(Sk) | N(t) = n

 = nE[g(Uk)]

进而

E

N(t)∑
k=1

g(Sk)

 = E

E
N(t)∑

k=1

g(Sk) | N(t) = n

 = E[N(t)]E[g(Uk)] = λtE[g(Uk)]
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另外

E[g(Uk)] =

∫ t

0

1

t
g(u)du

化简后

E

N(t)∑
k=1

g(Sk)

 = λ

∫ t

0

g(u)du

对于方差，由条件方差公式

Var(Y (t)) = E [Var(Y (t) | N(t))] + Var (E[Y (t) | N(t)])

其中

Var (E[Y (t) | N(t)]) = Var(N(t)) (E[g(Ui)])
2
= λt

(
1

t

∫ t

0

g(u)du

)2

另外由独立性

Var(Y (t) | N(t) = n) = nVar(g(Ui))

其中

Var(g(Ui)) = E[g2(Ui)]− (E[g(Ui)])
2

=
1

t

∫ t

0

g2(u)du−
(
1

t

∫ t

0

g(u)du

)2

就有

E [Var(Y (t) | N(t))] = λtVar(g(Ui))

最后

Var(Y (t)) = λ

∫ t

0

g2(u)du

4．（15 分）设更新过程 {N(t), t ≥ 0} 的更新区间长度为一列独立同分布于 U(0, 1) 的随机变量．

（1）对任意 0 < t ≤ 1 ，证明更新函数 m(t) 满足函数方程

m(t) = t+

∫ t

0

m(y)dy

（2）利用（1）中的结论证明对任意 0 < t ≤ 1,m(t) = et − 1 ．
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解：（1）即证明更新方程，用 ∗ 表示卷积，Fn 表示分布函数的 n 次卷积

m(t) =
∞∑

n=1

Fn(t)

= F (t) +
∞∑

n=2

Fn(t)

= F (t) + F (t) ∗
∞∑

n=1

Fn(t)

= F (t) + F (t) ∗m(t)

= F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

（2）对 U(0, 1) 有 F (t) = t 和 dF (x) = 1，对更新方程求导，有

m′(t) = 1 +m(t)

解微分方程就有

m(t) = et − 1

5．（16分）考虑连续地投掷一枚均匀硬币，以 H和 T分别记正面和反面，对花样 TTHTT和 HTHTHT，
利用更新过程的知识分别求它们各自

（1）相继出现的平均间隔时间；
（2）首次出现的平均时间。
解：（1）出现过 TTHTT 相当于给后一个 TTHTT 提供了 TT；出现过 HTHTHT 相当于后一个
HTHTHT 提供了 HTHT，则

E[TTTHTT |TT ] = E[TTTHTT ]− E[TTT ] =
(
P (X = H)P 4(X = T )

)−1
= 25

E[THTHTHT |HTHT ] = E[TTHTHTH ]− E[TTHTH ] =
(
P 3(X = H)P 3(X = T )

)−1
= 26

（2）TTHTT 有重叠 TT，TT 又有重叠 T，T 没有重叠；HTHTHT 有重叠 HTHT，HTHT 又有重叠
HT，HT 没有重叠，则

E[TTTHTT ] =
(
P (X = H)P 4(X = T )

)−1
+
(
P 2(X = T )

)−1
+ (P (X = T ))

−1
= 38

E[THTHTHT ] =
(
P 3(X = H)P 3(X = T )

)−1
+
(
P 2(X = H)P 2(X = T )

)−1
+(P (X = H)P (X = T ))

−1
= 84

6．（18 分）从数 1, 2, · · · , N(N ≥ 2) 中随机取一个数作为 X1 ，然后依次对每个 n ≥ 2 ，从数

1, 2, · · · , Xn−1 中随机取一个数作为 Xn 。则 {Xn, n ≥ 1} 为一个 Markov 链。
（1）试写出该 Markov 链的转移概率矩阵 P ，
（2）对该 Markov 链进行状态分类（讨论分几个等价类，周期性，是否常返，是否正常返），
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（3）极限 lim
n→∞

P(n) 是否存在？为什么？

解：（1）

P =


1 0 · · · 0

1
2

1
2

. . . ...
...

... . . . 0
1
N

1
N

· · · 1
N


（2）每个状态都不互通，因此每个状态都是一个等价类，即 N 个等价类；每个状态都是非周期的；只

有状态 1 是正常返的，其他状态都是非常返
（3）状态 1 是吸收壁，其他状态在足够长的时间内都会转移到状态 1

lim
n→∞

P(n) =


1 0 · · · 0

1 0
. . . ...

...
... . . . 0

1 0 · · · 0



7．（附加题，10 分）某个保险公司对参保人的收费率在 r1 和 r0 之中交替 (r0 < r1) 。一个新的参保

人开始时收费率为每个单位时间 r1 ，当一个收费率为 r1 的参保人在最近的 s 个单位时间内没有理赔，

那么他的收费率变成单位时间 r0 ，收费率保持在 r0 直到作了一次理赔，这时收费率回转到 r1 ，假定

给定的一个参保人永远活着，而且按速率为 λ 的 Poisson 过程要求理赔。在很长一段时间内，求该参
保人

（1）以收费率 ri 付费的时间的比例 Pi, i = 0, 1

（2）在单位时间所付的平均金额。
解：（1）设当参保人按 r1 付费时系统为开，每一次理赔作为一次更新，设 X 为两次理赔之间的时间

E[开] = E[min{X, s}]

=

∫ s

0

xλe−λxdx+ se−λs

=
1

λ

(
1− e−λs

)
又

E[X] =
1

λ

则

P1 =
E[开]

E[X]
= 1− e−λs

P0 = 1− P1 = e−λs

（2）单位时间所付长程平均金额为

r0p0 + r1p1 = r1 − (r1 − r0) e
−λs



Chapter 2

往年期末试卷

2.1 25 实用随机过程期末

一、(12 分) 设离散时间 Markov 链 {Xn, n = 0, 1, 2, . . .} 的状态空间为 {1, 2, 3, 4}，且转移概率矩阵为
1 0 0 0

0.2 0.3 0.5 0

0 0.6 0.4 0

0 0 0 1


（1）指出该 Markov 链有几个类，并写出每个类所包含的状态。
（2）记 T = min{n ≥ 0 : Xn = 1 或 4}，试求 E[T |X0 = 2]。

解：（1）一共有三个类，分别为 {1}; {2, 3}; {4}（状态 1 和 4 都是吸收态）
（2）注意从状态 2 开始不可能到达状态 4，T = min{n ≥ 0 : Xn = 1}，记

E[T |X0 = 2] = T2 E[T |X0 = 1] = T1 E[T |X0 = 0] = T0 = 0

对从初始状态 2 的第一次转移取条件（注意至少要转移一次才能到达状态 1）：

T2 = 1 + 0.3T2 + 0.5T3

T3 = 1 + 0.6T2 + 0.4T3

有

T2 =
55

6
T3 =

65

6

即 E[T |X0 = 2] = 55
6

二、(30 分) 设有一个质点在如原所示的二叉树上 (共 m = 3 层) 作随机游走。它从顶点 0 出发，每
隔单位时间等概率沿边转移到某个邻点上。以 Xn 表示该质点所在顶点的编号，则 {Xn, n ≥ 0} 为一
Markov 链。
（1）试写出该 Markov 链的一步转移概率矩阵 P3。

（2）对任意顶点 i (0 ≤ i ≤ 6)，讨论其周期性和常返性。

42
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0

1 2

3 4 5 6

（3）对任意顶点 i (0 ≤ i ≤ 6)，求质点从 i 出发后首次返回 i 所需平均步数 µi。

（4）在稳态条件下，该 Markov 链是否时间可逆？需说明理由。
（5）对一般的 m (m ≥ 1)，试求该 Markov 链的平稳分布（可不写计算过程）。
解：（1）一步转移概率矩阵为

P3 =



0 1
2

1
2

0 0 0 0
1
3

0 0 1
3

1
3

0 0
1
3

0 0 0 0 1
3

1
3

0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0


（2）所有状态互通，对于每个状态至少需要两步回到自身，则所有的状态的周期为 2
又 Markov 链是不可约有限状态的，则所有状态都是正常返的
（3）利用有限加权边图上的随机游走的结论，对存在的每条边赋权重 wij = 1，就满足上述转移概率矩

阵，且有

∑
i,j

wij = 12

上式是因为每条边（共 6 条）要计数两遍（这样比单独计数每个状态的边之后再相加来的方便）

πi =

∑
j

wij∑
i,j

wij

πi =


1
6

i = 0

1
4

i = 1, 2

1
12

i = 3, 4, 5, 6

µi =
1

πi

=


6 i = 0

4 i = 1, 2

12 i = 3, 4, 5, 6
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（4）当然可逆，这是有限加权边图上的随机游走的结论之一
可以代入平稳方程一一验证：

πi =
∑
j

πjPji

（5）类似（3），仍然对存在的边赋权重 wij = 1

∑
i,j

wij = 2(2 + · · ·+ 2m−1) = 2m+1 − 4

第一层的点连接 2 个边，最后一层的点连接 1 个边，其余的点连接 3 个边，则

πi =


1

2m−2
i = 0

1
2m+1−4

i 在第 m 层
3

2m+1−4
其他

三、(16 分) 设连续时间 Markov 链 {X(t), t ≥ 0} 的状态空间为 {1, 2, 3}，且其 Q 矩阵为

Q =


−2 1 1

0 −3 3

2 0 −2


（1）求对应嵌入链的转移概率矩阵。
（2）当 t → ∞ 时，求 X(t) 的极限分布。

解：（1）Q 矩阵指的是对角元为 −vi，非对角元为 qij 的矩阵

嵌入链的转移概率矩阵为：

P =


0 1

2
1
2

0 0 1

1 0 0


（2）设连续链的极限概率 Pi，有方程（总离开速率等于总进入速率）：

2P1 = 2P3

3P2 = P1

2P3 = P1 + 3P2

P1 + P2 + P3 = 1

有

P1 = P3 =
3

7
P2 =

1

7

也就是

P ( lim
t→∞

X(t) = 1) = P ( lim
t→∞

X(t) = 3) =
3

7
P ( lim

t→∞
X(t) = 2) =

1

7
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四、(10分)设 {X(t), t ≥ 0}为一个线性生灭过程，且生长率和死亡率分别为 λn = nλ和 µn = nµ, n ≥ 0，

其中 λ, µ > 0为给定常数。如果初始状态 X(0) = 1，试求灭绝概率 q = limt→∞ P (X(t) = 0|X(0) = 1)。

解：

考虑分支过程，但要注意分支过程是 Markov 链而非连续链，设此连续链的嵌入链为 {Y (t), t ≥ 0}，有
转移概率：

Pi,i+1 =
λ

λ+ µ
Pi,i−1 =

µ

λ+ µ

同时

从一个个体开始的连续链最终灭绝 ⇐⇒ 从一个个体开始的嵌入链最终灭绝

因此只需要求嵌入链的灭绝概率即可；注意分支过程的定义为第 t− 1 代的每个父代独立产生的第 t 代

子代的总数量（相当于父代产生子代之后死亡），而本题父代在产生子代之后还存活，把本题存活的父

代看成他自己产生的子代，同时认为父代产生子代之后死亡，记一个父代产生 i个子代的概率为 Pi，同

时定义：

{Ỹ (t) : Ỹ (0) = 1 Ỹ (t) = Y

(
t−1∑
i=0

Ỹ (i)

)
t ≥ 0}

则 {Ỹ (t)} 为分支过程 (相当于分支过程的父代为 Y (t) = n 时，我们认为下一代为 Y (t+ n))
且有：

q = lim
t→∞

P (Y (t) = 0|Y (0) = 1) = lim
t→∞

P (Ỹ (t) = 0|Ỹ (0) = 1)

P0 =
µ

λ+ µ
P2 =

λ

λ+ µ

利用分支过程定理有：

q = P0 + P2q
2

注意 q 是满足上面方程的最小解：

q =


µ
λ

µ
λ
< 1

1 µ
λ
≥ 1

另解：

记 q2 = limt→∞ P (X(t) = 0|X(0) = 2)，对第一次转移取条件

q =
µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
q2

而从状态 2 开始的嵌入链如果想灭绝的话，必须先到达 1，再从 1 到达 0；在到达 1 之前可以视 1 为
一个“暂时的”吸收壁，那么可以看到这时从 2 开始的嵌入链（带有吸收壁 1）和从 1 开始的嵌入链具
有相同的性质（它们的转移概率矩阵一样），所以从 2“灭绝到”1 的概率也是 q，当到达状态 1 之后
我们认为这个吸收壁被取消了，此时从状态 1 到达状态 0 的概率就是 q，即 q2 = q2，得到相同的方程

（写到这里也不难发现这其实就是分支过程的方程了）
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五、(14 分) 设 {B(t), t ≥ 0} 为标准 Brown 运动。
（1）试求随机变量 X = B(1) +B(2) +B(3) 的分布。

（2）在给定 B(2) = 1 的条件下，试求 B(1) 和 B(3) +B(4) 的联合分布。

解：（1）利用独立增量性和平稳增量性：

X = 3B(1) + 2(B(2)−B(1)) + (B(3)−B(2))

B(1), B(2)−B(1), B(3)−B(2) ∼ N(0, 1) 且相互独立

则

X ∼ N(0, 14)

（2）

B(1)|B(2) = 1 ∼ N

(
1

2
,
1

2

)
另一方面 B(3) +B(4) = 2B(3) + (B(4)−B(3))，又

B(3)|B(2) = 1 ∼ B(2) + (B(3)−B(2))|B(2) = 1 ∼ 1 +N(0, 1) ∼ N(1, 1)

B(4)−B(3)|B(2) = 1 ∼ B(4)−B(3) ∼ N(0, 1)

则

B(3) +B(4)|B(2) = 1 ∼ N(2, 5)

注意 Brown 运动是 Guass 过程以及独立增量性（B(1)|B(2) = 1 与 B(3) + B(4)|B(2) = 1 独立），

(B(1), B(3) +B(4))|B(2) = 1 是二元正态分布

(B(1), B(3) +B(4))|B(2) = 1 ∼ N

((
1

2
, 2

)
,

(
1
2

0

0 5

))

RK：
给定B(t1) = A,B(t2) = B的条件下，对 t1 < s < t2，B(s)的条件分布为N

(
A+ (B−A)(s−t1)

t2−t1
, (s−t1)(t2−s)

t2−t1

)
六、(18 分) 考虑一质点在直线上从正整数 a 出发的简单对称随机游走，其中 0 和 K(K > a) 为两个吸

收态。设 Sn 表示时刻 n 该质点的位置，S0 = a，而 T = min{n : Sn = 0 或K}，记

Mn =
n∑

k=0

Sk −
1

3
S3
n

（1）证明 {Mn, n ≥ 0} 为鞅。
（2）试利用停时定理来求解 E[

∑T
k=0 Sk]。

解：（1）利用 E[X|U ] = E[E[X|U, V ]|U ]，并注意 S1, . . . , Sn 实际上包含了 M1, . . . ,Mn 的所有信息

E[Mn+1|M1, ...,Mn] = E[E[Mn+1|S1, ..., Sn]|M1, ...,Mn]
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其中

E[Mn+1|S1, ..., Sn] = E

[
n∑

k=0

Sk + Sn+1 −
1

3
(Sn +Xn+1) |S1, ..., Sn

]

= E

[
n∑

k=0

Sk + Sn +Xn+1 −
1

3
(Sn +Xn+1) |S1, ..., Sn

]
Xn+1与S1,...,Sn独立

=
n∑

k=0

Sk + Sn + E[Xn+1]−
1

3
S3
n − 1

3
E[X3

n+1]− S2
nE[Xn+1]− E[X2

n+1]Sn

=
n∑

k=0

Sk −
1

3
S3
n

= Mn

这就说明了

E[Mn+1|M1, ...,Mn] = E[E[Mn+1|S1, ..., Sn]|M1, ...,Mn] = E[Mn|M1, ...,Mn] = Mn

另外

E[|Mn|] ≤ E

[
n∑

k=0

Sk

]
+

1

3
E[S3

n] < ∞

即 {Mn, n ≥ 0} 为鞅
（2）先验证一下鞅停止定理的条件

E[|Mn+1 −Mn| | M1, ...,Mn] = E
[
|Sn+1 −

1

3
(S3

n+1 − S3
n)| | M1, ...,Mn

]
= E

[
|Sn+1 −

1

3
(X3

n+1 + 3S2
nXn+1 + 3SnX

2
n+1)| | M1, ...,Mn

]
三角不等式

< M

则

E[MT ] = E

[
T∑

k=0

Sk −
1

3
S3
T

]
= E[M0] = a− 1

3
a3

由赌徒破产模型（开始财富为 a，公平赌模型下，财富先到达 K 而不是 0 的概率）：

P (ST = K) =
a

K

E
[
S3
T

]
= P (ST = K)K3 = aK2

最后

E

[
T∑

k=0

Sk

]
=

1

3
aK2 + a− 1

3
a3

七、(附加题, 10 分) 证明标准 Brown 运动 {B(t), t ≥ 0} 在任一区间 [0, t] 上的二次变差为 t，即

对区间 [0, t] 上的任意分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = t，当 n → ∞ 时，若最大间隔
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max0≤i≤n(ti+1 − ti) → 0，则有 Qn =
∑n

k=0[B(tk+1)−B(tk)]
2 依概率收敛到 t。

解：证明依概率收敛 P (|Qn − t| ≥ ϵ) → 0 考虑 Markov 不等式或者 Chebyshev 不等式

E[Qn] = E

[
n∑

k=0

[B(tk+1)−B(tk)]
2

]

=
n∑

k=0

E
[
[B(tk+1)−B(tk)]

2
]

另外

B(tk+1)−B(tk) ∼ N(0, tk+1 − tk) E
[
[B(tk+1)−B(tk)]

2
]
= tk+1 − tk

则

E[Qn] =
n∑

k=0

E
[
[B(tk+1)−B(tk)]

2
]
= t

由独立增量性：

Var(Qn) = Var
(

n∑
k=0

[B(tk+1)−B(tk)]
2

)

=
n∑

k=0

Var
(
[B(tk+1)−B(tk)]

2
)

记 Nk = B(tk+1)−B(tk) ∼ N(0, tk+1 − tk)

Var(Nk) = E[N4
k ]−

(
E[N2

k ]
)2

= 3(tk+1 − tk)
2 − (tk+1 − tk)

2

= 2(tk+1 − tk)
2

利用 Chebyshev 不等式

P (|Qn − t| ≥ ϵ) ≤ Var(Qn)

ϵ2

≤
2
∑n

k=0(tk+1 − tk)
2

ϵ2

≤
2 (
∑n

k=0(tk+1 − tk))max{tk+1 − tk}
ϵ2

≤ 2tmax{tk+1 − tk}
ϵ2

→ 0

这就说明了依概率收敛

RK：
对正态分布的高阶矩有

X ∼ N(0, 1)

∀k = 2m > 0 E[Xk] = (2m− 1)!!

也可以通过 N(µ, σ2) 的矩母函数

M(t) = eµt+
1
2σ

2t2
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或者特征函数

ϕ(t) = eiµt+
1
2σ

2t2

来获得高阶矩的信息
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2.2 24 实用随机过程期末

1．（每小题 6 分，总 30 分）设有一个质点在如图所示的二叉树上（共 m = 3 层）作随机游走：它从

顶点 0 出发，每隔单位时间等概率沿边转移到某一个邻点上．以 Xn 表示该质点经过 n 步跳之后所在

顶点的编号，则 {Xn, n ≥ 0} 为一个 Markov 链。

0

1 2

3 4 5 6

（1）试写出 {Xn, n ≥ 0} 的一步转移概率矩阵 P3 ．

（2）对任意顶点 k(0 ≤ k ≤ 6) ，讨论其周期性和常返性．

（3）对任意顶点 k(0 ≤ k ≤ 6) ，求质点从 k 出发后第一次返回到 k 所需平均步数 µk ．

（4）在稳态条件下，该 Markov 链是否都是时间可逆的？证明你的结论．
（5）对一般的 m(m ≥ 1) ，试求该 Markov 链的平稳分布．
解：（1）一步转移概率矩阵为

P3 =



0 1
2

1
2

0 0 0 0
1
3

0 0 1
3

1
3

0 0
1
3

0 0 0 0 1
3

1
3

0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0


（2）所有状态互通，对于每个状态至少需要两步回到自身，则所有的状态的周期为 2
又 Markov 链是不可约有限状态的，则所有状态都是正常返的
（3）利用有限加权边图上的随机游走的结论，对存在的每条边赋权重 wij = 1，就满足上述转移概率矩

阵，且有

∑
i,j

wij = 12

上式是因为每条边（共 6 条）要计数两遍（这样比单独计数每个状态的边之后再相加来的方便）

πi =

∑
j

wij∑
i,j

wij
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πi =


1
6

i = 0

1
4

i = 1, 2

1
12

i = 3, 4, 5, 6

µi =
1

πi

=


6 i = 0

4 i = 1, 2

12 i = 3, 4, 5, 6

（4）当然可逆，这是有限加权边图上的随机游走的结论之一
可以代入平稳方程一一验证：

πi =
∑
j

πjPji

（5）类似（3），仍然对存在的边赋权重 wij = 1

∑
i,j

wij = 2(2 + · · ·+ 2m−1) = 2m+1 − 4

第一层的点连接 2 个边，最后一层的点连接 1 个边，其余的点连接 3 个边，则

πi =


1

2m−2
i = 0

1
2m+1−4

i 在第 m 层
3

2m+1−4
其他

2．（每小题 7 分，总 21 分）考察一个出租车的车站，出租车与顾客分别按速率为每分钟 1 辆和每分钟
2 人的 Poisson 过程到达．无论有多少辆出租车在那里，新来的出租车都会等待；然而，若顾客到来发
现没有出租车就会离去．

（1）求在等待的出租车的平均数；
（2）问到达的顾客中有多少比例的人能搭到出租车？
（3）求该出租车的车站从出现没有出租车在等待的时刻开始到再次出现没有出租车在等待时的期望间
隔时间。

解：构建一个连续时间马氏链 X(t) 表示在 t 时刻出租车数，则 X(t) ∈ N ，该马氏链可视为生灭过程，
列出其增长率 λi = 1(i ≥ 0) ，其死亡率为 µi = 2(i ≥ 1) 。首先求解其平稳分布 Pi ，求解方程

λ0P0 = µ1P1

λ1P1 + µ1P1 = µ2P2 + λ0P0

λ2P2 + µ2P2 = µ3P3 + λ1P1

. . .
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可以解出平稳概率为 Pi = 2−i−1(i ≥ 0) 。

（1）平均数为
∞∑
i=1

iPi =
∞∑
i=1

i

2i+1
= 1

（2）比例为 1− P0 =
1
2
。

（3）把没有出租车开始视为一次更新，则没有出租车与有出租车构成交替更新过程，从而

P0 =
E[ 没有出租车持续的时间]

E[ 没有出租车持续的时间] + E[ 有出租车持续的时间]
,

由于 E[ 没有出租车持续的时间 ] = 1
λ0

= 1 ，于是可知 E[ 没有出租车持续的时间 ] + E[ 有出租车持续
的时间 ] = 2。
RK：
对于 M/M/1 排队系统 (λi = λ(i ≥ 0) µi = µ(i ≥ 1))，利用生灭过程的极限概率：

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0 . . . λn−1

µ1 . . . µn

]−1

Pn =
λ0 . . . λn−1

µ1 . . . µn

(
1 +

∞∑
n=1

λ0...λn−1

µ1...µn

)
设 ρ = λ

µ
，则平稳概率为：

πn = (1− ρ)ρn

在等待的总人数为：

L =
∞∑

n=0

nPn =
ρ

1− ρ

又两次回到状态 0 的平均时间
µ00 =

1

v0P0

=
1

λ(1− ρ)

则关于忙期 B 有：

E[B] = µ00 −
1

λ
=

1

µ− λ

这是 22 期末第三题下的 RK 的直接推论

3．（每小题 6 分，总 12 分）考虑一个连续时间的生灭过程 {X(t), t ≥ 0} ，出生率为 {λi, i ≥ 0} ，死亡
率为 {µj , j ≥ 1} 。对给定的 k > 0 ，当系统处于状态 k ，等待进入状态 k + 1 的等待时间记为 Tk,k+1

；当系统处于状态 k ，等待进入状态 k − 1 的等待时间记为 Tk,k−1 ．

（1）问 Tk,k+1 和 Tk,k−1 分别服从什么分布？

（2）问 Tk,k+1 和 Tk,k−1 是否相互独立？

解：(1) 注意已经给定下一次转移的状态了，则：

Tk,k+1 ∼ Exp(λi) Tk,k−1 ∼ Exp(µi)
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(2) 独立，这是连续 Markov 链的定义

4．（第 1 小题 7 分，第 2 小题 12 分，总 19 分）．设 {B(t), t ≥ 0} 为标准 Brown 运动．
（1）对于人员 0 < s < t ，证明 B(s)− s

t
B(t) 与 B(t) 相互独立．

（2）给定 B(1) = 0, B(3) = u ∈ R ，求事件 {B(2) > u,B(4) > u} 发生的概率．
解：(1)
Brown 运动为 Gauss 过程，则

(
B(s)− s

t
B(t), B(t)

)
为二元正态分布，由多元正态分布的性质只需要

证明 Cov
(
B(s)− s

t
B(t), B(t)

)
= 0 即可

Cov
(
B(s)− s

t
B(t), B(t)

)
= Cov (B(s), B(t))− s

t
Var (B(t))

= s− s

t
t

= 0

这就说明了独立性

(2)
给定B(t1) = A,B(t2) = B的条件下，对 t1 < s < t2，B(s)的条件分布为N

(
A+ (B−A)(s−t1)

t2−t1
, (s−t1)(t2−s)

t2−t1

)
则

B(2)|B(1) = 0, B(3) = u ∼ N

(
u

2
,
1

2

)
B(4)|B(1) = 0, B(3) = u ∼ B(3) + (B(4)−B(3)) |B(1) = 0, B(3) = u ∼ u+N(0, 1) ∼ N(u, 1)

则由独立增量性：

P (B(2) > u,B(4) > u|B(1) = 0, B(3) = u) = P (B(2) > u|B(1) = 0, B(3) = u)P (B(4) > u|B(1) = 0, B(3) = u)

= P

(N (u2 , 1
2

)
− u

2

)√
1
2

>
u− u

2√
1
2

P (N(u, 1)− u > u− u)

= P

(
N(0, 1) >

√
2u

2

)
· 1
2

=
1

2

(
1− Φ

(√
2u

2

))

其中 Φ(x) 为 N(0, 1) 的分布函数

5．（每小题 6 分，总 18 分）设 {Yn, n ≥ 1} 为独立同分布的随机变量序列，f0 和 f1 是两个概率密度

函数，且满足对任意 x ∈ R ，有 f0(x) > 0, f1(x) > 0 ．定义

Xn =
n∏

i=1

f1 (Yi)

f0 (Yi)

（1）证明：如果 f0 为 Y1 的概率密度函数，则 {Xn, n ≥ 1} 为一个鞅序列．
（2）证明：如果 f1 为 Y1 的概率密度函数，则 {Xn, n ≥ 1} 为一个下鞅序列．
（3）证明：如果 f0 为 Y1 的概率密度函数，则对任意 a > 0 ，
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P (max {X1, X2, . . . , Xn}) ≤
1

a
, n > 1.

解：（1）

E[Xn+1|X1, ..., Xn] = XnE
[
f1(Yn+1)

f0(Yn+1)
|X1, ..., Xn

]
= Xn

∫
R

f1(x)

f0(x)
f0(x)dx

= Xn

∫
R
f1(x)dx

= Xn

另外注意 Xn 非负

E[|Xn|] = E[Xn] = E[X1] = 1 < ∞

则 {Xn, n ≥ 1} 为鞅
（2）

E[Xn+1|X1, ..., Xn] = XnE
[
f1(Yn+1)

f0(Yn+1)
|X1, ..., Xn

]
= Xn

∫
R

f1(x)

f0(x)
f1(x)dx

利用 Cauthy-Schwarz 积分不等式 (∫
fg

)2

≤
∫

f2

∫
g2

可以得到 (∫
R
f1(x)dx

)2

≤
(∫

R
f0(x)dx

)(∫
R

f2
1 (x)

f0(x)
dx

)
注意到密度的积分为 1，即： ∫

R
f1(x)dx =

∫
R
f0(x)dx = 1

则 ∫
R

f2
1 (x)

f0(x)
dx ≥ 1

E
[
f1(Yn+1)

f0(Yn+1)
|X1, ..., Xn

]
≥ 1

另外

E[|Xn|] < ∞

则 {Xn, n ≥ 1} 为下鞅
（3）
Xn 恒正，由下鞅的 Kolmogorov 不等式就有

P (max{X1, ..., Xn} > a) ≤ E[Xn]

a
=

E[X1]

a
=

1

a
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2.3 22 实用随机过程期末

1．（每小题 3 分，总 18 分）判断题
（1）一个时间可逆的连续时间马氏链的嵌入链也是时间可逆的
答案：正确

但是嵌入链可逆不一定可以推出连续 Markov 链可逆

（2）设 i ↔ j, j 的周期为 d > 1 ，则 limn→∞ Pnd
ij = d/µjj ，其中 µjj 是马氏链相邻两次访问状态 j 的

期望间隔时间

答案：错误

反例：考虑一个连续 Markov 链，其只有两个状态 1, 2，且状态 1 只能转移到 2，2 只能转移到 1，则

这两个状态的周期为 2，但是 limn→∞ Pnd
12 = 0

成立的结论应该是：j 的周期为 d > 1 ，则 limn→∞ Pnd
jj = d/µjj ，其中 µjj 是马氏链相邻两次访问状

态 j 的期望间隔时间

（3）设 S 和 T 是一个随机变量序列的停时，则 min{S, T} 也是一个停时
答案：正确

S, T 均由随机变量序列 Z1, ..., Zn 决定且 P (S < ∞) = 1 P (T < ∞) = 1

那么 min{S, T} 由 Z1, ..., Zn 决定且 P (min{S, T} < ∞) = 1，这就说明其为停时

（4）半马氏过程是一类特殊的连续时间马氏过程
答案：错误

连续时间马氏过程是一类特殊的半马氏过程

（5）设 {Zn, n ≥ 1} 为二阶矩存在有限的鞅，定义 Xk = Zk − Zk−1, k ≥ 1 ，且约定 Z0 = 0 ，则

Var (Zn) =
∑n

k=1 Var (Xk)

答案：正确

这道题是书上习题 6.2

Var (Zn) = Var(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj)

所以只需要证明
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj) = 0 即可

先证明一个引理：E [Zn | Z1, . . . , Zk] = Zk

E [Zn | Z1, . . . , Zk] = E [E [Zn | Z1, . . . , Zn−1] | Z1, . . . , Zk]

= E [Zn−1 | Z1, . . . , Zk]

= E [Zt | Z1, . . . , Zk]

= Zk

这里用到了双重条件期望公式：E[X|U ] = E[E[X|U, V ]|U ]
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即证对 ∀i < j,Cov (Xi, Xj) = 0 事实上，由引理知

E [Xi] = E [Zi]− E [Zi−1] = 0,

Cov (Xi, Xj) = E [XiXj ]

= E [(Zi − Zi−1) (Zj − Zj−1)]

= E [E [(Zi − Zi−1) (Zj − Zj−1) | Z1, . . . , Zi]]

= E [(Zi − Zi−1)E [(Zj − Zj−1) | Z1, . . . , Zi]]

= E [(Zi − Zi−1) (Zi − Zi)]

= 0

（6）在布朗运动中，从 0 状态到达其它任一状态的平均时间皆为正无穷
答案：正确

从 0 状态到达其他任意状态的平均时间为正无穷，但是到达其他状态的概率是 1

2．（总 21 分，其中附加题 5 分）现有一个粒子在一个圆周上做随机游动，圆周上有 12 个状态，按顺
时针方向分别编号为 1, 2, . . . , 12 。设 Xn 表示粒子在时刻 n（即第 n 步跳以后）所处的状态，且假设

粒子的每一步跳都会等概率地往顺时针或逆时针方向跳一步．

（1）（8 分）该过程长时间运行下去，求粒子处在状态 k 的概率；

（2）（8 分）求粒子从状态 12 出发重新回到 12 状态平均需要跳的步数；
（3）【附加题，5 分】粒子从状态 12 出发，再次回到状态 12 之前访问过其它所有的 11 个状态的概率
有多大？

解：

（1）转移概率矩阵为： 

0 1
2

0 · · · 1
2

1
2

0 1
2

· · · 0

0
. . . . . . . . . ...

... · · · 1
2

0 1
2

1
2

· · · 0 1
2

0


这是一个双随机 Markov 链（见 RK）
因此 ∀i πi =

1
12

（2）µ12,12 =
1

π12
= 12

（3）对第一次转移的状态取条件

P (从状态 12 出发，再次回到状态 12 之前访问过其它所有的 11 个状态)

=
1

2
P (回到 12 前访问所有其他状态 |第一步转移到 1)

+
1

2
P (回到 12 前访问所有其他状态 |第一步转移到 11)
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由于转移概率均为 1
2
，计算 P (回到 12 前访问所有其他状态 |第一步转移到 1) 即可

由赌徒破产模型，这就相当于从财富 1 开始，赌徒先赢到 11 而不输光的概率，即 1
11

则

P (从状态 12 出发，再次回到状态 12 之前访问过其它所有的 11 个状态) =
1

11

RK：双随机 Markov 链指的是转移概率矩阵的每一列的和为 1 的 Markov 链
有 M 个状态 1, 2, ...,M 的 Markov 链有平稳概率：∀i, πi =

1
M

这可以通过直接代入平稳方程：πi =
∑
j

πjPji 来得到

3．（每小题 6 分，总 24 分）假设一个加油站有 3 个加油停车位和 2 个加油工，来到加油站的汽车按
一个 Poisson 过程到达，平均每 10 分钟到达一辆．如果驾驶员发现加油车位已经被占用，则自行离开．
假设每辆车加油所需时间服从均值为 20 分钟的指数分布．
（1）求到达加油站没有加油直接离开的车辆的平均占比；
（2）求稳态情形下在加油站等待或正在加油的平均车辆个数；
（3）求稳态情形下相邻两个忙期开始的平均间隔时间；
（4）求稳态情形下一个忙期之内平均加油的车辆数
解：构建一个连续时间马氏链 X(t) 表示在 t 时刻加油站停靠车辆数，则 X(t) ∈ {0, 1, 2, 3} ，该马氏链
可视为生灭过程，列出其增长率 λ0 = λ1 = λ2 =

1
10
，其死亡率为 µ1 =

1
20
, µ2 = µ3 =

1
10
。首先求解其

平稳分布 Pi ，求解方程

λ0P0 = µ1P1

λ1P1 + µ1P1 = µ2P2 + λ0P0

λ2P2 + µ2P2 = µ3P3 + λ1P1

λ2P2 = µ3P3.

可以解出平稳概率为 P0 =
1
7
, P1 = P2 = P3 =

2
7
。

（1）即求解加油站有三辆车的时间的平均占比，长程状态下该事件占比即为 P3 。

（2）平均车辆数为 P1 + 2P2 + 3P3 =
12
7
。

（3）当加油站内没有汽车时为闲期，当加油站内有汽车时为忙期。稳态下两个忙期开始的时间间隔即为
一个忙期加一个闲期的平均时间，该时间也会和两个闲期开始的时间间隔一致，把闲期开始当做一次更

新，因此一个更新区间内包含一个闲期和一个忙期，可视作交替更新过程，在稳态情况下可视作更新过

程已运作无穷长时间，因此

P0 =
E[ 一个闲期的长度]

E[ 一个闲期的长度] + E[ 一个忙期的长度]
.

由于闲期长度期望是已知的为 10 ，于是所求 E[ 一个闲期的长度 ] + E[ 一个忙期的长度 ] = 70 ．

另一种方法：由于一个忙期开始时油站内汽车数必然为 1 ，因此忙期持续时间为油站内汽车数量为 1
时第一次返回汽车数量为 0 时所需时间，设油站内汽车数为 i 时第一次到汽车数为 0 时所需时间为 Ti

，则由全概率公式
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E[T1] =
1

3

1

λ1 + µ1

+
2

3

(
E[T2] +

1

λ1 + µ1

)
E[T2] =

1

2

(
1

λ2 + µ2

+ E[T1]

)
+

1

2

(
1

λ2 + µ2

+ E[T3]

)
E[T3] =

1

µ3

+ E[T2]

解得 E[T1] = 60 ，这表明忙期平均时间为 60 ，从而

E[一个闲期的长度] + E[一个忙期的长度] = 70

（4）同上，将进入闲期当做一次更新，把加油车辆数看做报酬，于是由更新报酬过程知

lim
t→∞

E[ 在(0, t) 加油车辆总数]

t
=

E[ 一个忙期内加油车辆总数]

E[ 一个闲期的长度] + E[ 一个忙期的长度]
.

另一方面，在稳态情况下

lim
t→∞

E[ 在(0, t) 加油车辆总数]

t
= 实际进入加油车辆比例× 车辆到来速率

=
5

7
× 1

10
=

1

14
.

于是可得一个忙期内平均加油车辆数为 5 ．
RK：(1) 对于连续 Markov 链，利用交替更新过程，把回到 i 记录为一次更新，停留在 i 记为系统在

“开”状态，则两次回到状态 i 的平均时间与极限概率有关系：µii =
1

viPi
，其中 vi 是离开状态 i 的总

速率

(2) 对于 M/M/s 排队系统，顾客 Poisson 到达的速率为 λ，每条服务链服务的速率为 µ，利用生灭过

程的极限概率：

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0 . . . λn−1

µ1 . . . µn

]−1

Pn =
λ0 . . . λn−1

µ1 . . . µn

(
1 +

∞∑
n=1

λ0...λn−1

µ1...µn

)
并记流量强度 ρ = λ

sµ

则极限概率为：

P0 =

[
1 +

s∑
n=1

1

n!

(
λ

µ

)n

+
1

s!

ρ

1− ρ

(
λ

µ

)s
]−1

Pn =


1
n!

(
λ
µ

)n
P0 n ≤ s

ρn−s 1
s!

(
λ
µ

)s
P0 n > s

系统内平均总顾客数：

L =
∞∑

n=0

nPn =
λ

µ
+

1

s!

(
λ

µ

)s
ρ

(1− ρ)
2P0
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忙期的期望利用 (1) 有：
E[B] =

1

v0P0

− 1

λ
=

1

λP0

− 1

λ

4．（第 1 小题 10 分，第 2 小题 6 分，总 16 分）考虑分别具有参数 λi, µi 的两个 M/M/1 系统，其中

λi 为顾客到达率，µi 为服务率，λi < µi, i = 1, 2 ．假设它们共享同一个有限容量 N 的等待室，即当

等待室满员时，所有潜在的到达者不管到哪一个队列都离开而消失。

（1）计算有 n 个人在第一个队列（当 n > 0 时，一人在接受服务，其他 n− 1 个人在等待室）且有 m

个人在第二个队列的极限概率；

（2）该过程在平稳态下是时间可逆的吗？
解：设 Ni(t) 表示时刻 t 第 i 个排队系统中的顾客数

则向量过程 {(N1(t), N2(t)) , t ≥ 0} 是一个连续时间的马氏链．n = (n1, n2) 为该马氏链的状态，满足

n1 + n2 ≤ N

先考虑没有等待室的情况（或者认为等待室能容纳无穷多人），此时 N1(t), N2(t) 相互独立且分别时间

可逆, 那么向量过程 (N1(t), N2(t)) 是时间可逆的

则

（2）注意有等待室的链是没有等待室的链 (N1(t), N2(t)) 在一些状态上的截止，因此是可逆的

（1）由截止链的性质，截止链的极限概率是完整链在截止的状态空间上的加权，记截止链的极限概率为
P̃i,j，完整链的极限概率为 Pi,j 则有：

P̃i,j =
Pi,j∑

(i,j)∈A
Pi,j

A = {(n, 0) : n ≤ N + 1} ∪ {(0,m) : m ≤ N + 1} ∪ {(n,m) : n,m > 0 n+m ≤ N + 2}

RK：以下是两个定理的详细证明过程：
THM1：
如果 {X(t)} 和 {Y (t)} 是独立的连续时间的马尔可夫链，两者都是时间可逆的．则 {X(t), Y (t)} 也是
一个时间可逆的连续时间马尔可夫链．

证：

以 P x
ij , v

x
i 记 X(t) 的参数，而 P y

ij , v
y
i 记过程 Y (t) 的参数；而且令极限分布分别是 P x

i , P
y
i ．由独立性

我们有 {X(t), Y (t)} 是连续时间马尔可夫链，其参数

v(i,l) = vxi + vyl

P(i,l)(j,l) =
vxi

vxi + vyl
P x
ij

P(i,l)(i,k) =
vyl

vxi + vyl
P y
lk

且

lim
t→∞

P{(X(t), Y (t)) = (i, j)} = P x
i P

y
j

因此，我们需要证明

P x
i P

y
l v

x
i P

x
ij = P x

j P
y
l v

x
j P

x
ji
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（即从 (i, l) 到 (j, l) 的速率等于从 (j, l) 到 (i, l) 的速率）．但这是由于在 X(t) 中从 i 到 j 的速率等于

从 j 到 i 的速率，即

P x
i v

x
i P

x
ij = P x

j v
x
j P

x
ji

在看 (i, l) 和 (i, k) 时，其分析是类似的．

THM2
一个具有极限概率 Pj(j ∈ S) 的时间可逆的连续链，其截止在集合 A ⊂ S 而保持不可约的连续链也是

时间可逆的，而且具有由

PA
j =

Pj∑
i∈A Pi

, j ∈ A

给出的极限概率 PA
j

证: 对于给定的 PA
j ，我们需要证明

PA
i qij = PA

j qji, 对i ∈ A, j ∈ A

或者，等价地

Piqij = Pjqji, 对i ∈ A, j ∈ A

而这个式子成立是因为原来的链是时间可逆的

5．（每小题 8分，总 16分）考虑一个简单随机游动，其中质点每次向右移动一个单位的概率为 p ∈ (0, 1)

，往左移动一个单位的概率为 q = 1− p 。令 Sn 为质点时刻 n（即第 n 次跳之后）所处的位置，且假

设 S0 = 0 ．

（1）证明 {Zn, n ≥ 0} 为一个鞅，其中

Zn =
1

[4p(1− p)]n/2

(
1− p

p

)Sn/2

（2）证明：对任意 n ≥ 1 和 a > 1 ，

P (max {Z1, . . . , Zn} > a) ≤ 1

a

解：（1）

E[Zn+1|Z1, ..., Zn] = E

[
1

[4p(1− p)](n+1)/2

(
1− p

p

)Sn/2(1− p

p

)Xn+1/2

|Z1, ...Zn

]

=
1

[4p(1− p)](n+1)/2

(
1− p

p

)Sn/2

E

[(
1− p

p

)Xn+1/2
]

其中

E

[(
1− p

p

)Xn+1/2
]
= p

(
1− p

p

)1/2

+ (1− p)

(
p

1− p

)1/2

= 2
√
p(1− p)

则

E[Zn+1|Z1, ..., Zn] = Zn
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另外注意到 Zn 恒正，那么 E[|Zn|] = E[Zn] = E[Z1] = 1 < ∞
则有 Zn 是鞅

（2）Zn 恒正，由下鞅的 Kolmogorov 不等式就有

P (max{Z1, ..., Zn} > a) ≤ E[Zn]

a
=

E[Z1]

a
=

1

a

6．（10 分）设 {B(t), t ≥ 0} 是一个标准布朗运动，定义随机变量序列 Zn =
∑n

k=1 B(k) ，n ≥ 1 ，求

Zn 的分布

解：利用 Brown 运动的独立增量性和平稳增量性

Zn =
n∑

k=1

B(k) = nB(1) + (n− 1)(B(2)−B(1)) + · · ·+ (B(n)−B(n− 1))

其中

B(k)−B(k − 1) ∼ N(0, 1) ∀k 且对于不同的 k，它们相互独立

则

Zn =
n∑

k=1

B(k) ∼ N

(
0,

n∑
k=1

k2

)
= N

(
0,

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)
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2.4 21 实用随机过程期末

1．（总 8 分）试列表判断如下即几类过程是否具有独立增量性、平稳增量性、Markov 性质：（1）齐次
Poisson 过程；（2）非齐次 Poisson 过程；（3）标准更新过程；（4）布朗运动．
解：（1）
有独立增量性、平稳增量性；并且齐次 Poisson 过程也是一种连续 Markov 链，当然有 Markov 性
（2）
非齐次 Poisson 过程失去了平稳增量性，但还有独立增量性和 Markov 性
（3）
三个性质都没有

（4）
三个性质都有

2．（总 12 分，每小题 4 分）设 {N(t), t ≥ 0} 是以独立同分布的随机变量序列 {Xn, n ≥ 1} 为间隔的
更新过程，其中 P (X1 = 1) = p,P (X1 = 0) = 1− p ，其中 o < p < 1 ．

（1）求于时刻 0 点发生的更新个数随机变量 N(0) 的概率分布；

（2）求于时刻 2 点发生的更新个数随机变量的概率分布；
（3）求 limt→∞ E[N(t)]/t ．

解：（1）
必须成功发生一次 Xi = 1 过程才能到达时刻 1，即为几何分布：

N(0) ∼ Ge(p)

（2）
必须成功发生三次 Xi = 1 过程才能到达时刻 3，即为负二项分布：

N(3) ∼ NB(3, p)

（3）

lim
t→∞

E[N(t)]

t
=

1

E[X1]
=

1

p

3．（总 20 分，每小题 10 分）连续拋掷一枚非均匀硬币，每次抛出正面的概率为 p ∈ (0, 1) ，抛出反面

的概率为 q = 1− p ．

（1）求直到出现花样＂正、反、正、反、正、反、正＂时抛掷次数的期望．
（2）求直到抛出上述花样时抛出正面的期望次数．
解：（1）
法一：花样问题

HTHTHTH 有重叠 HTHTH，HTHTH 有重叠 HTH，HTH 有重叠 H，H 没有重叠，则

E [TTHTHTHT ] =
1

p4q3
+

1

p3q2
+

1

p2q
+

1

p
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法二：鞅

设每天都有一个新赌徒开始赌博，他或者输光所有财富或者连赌 7天赢下赌局，每个人的开始财富都是
1，为了保证赌局公平，如果赌徒赢了，那么他的财富变为原来的 1

p
倍（猜对硬币为正面）或者变为原来的

1
q
倍（猜对硬币为反面），则这个赌局构成一个鞅，记第 N 天第一个赌徒七局都赢，赌徒的盈亏情况如下

第 i 个赌徒 赌徒的盈亏

前 N − 7 个 −(N − 7)（全输）

第 N − 6 个 +( 1
p4q3

− 1)（赢 7 局）
第 N − 5 个 −1 （输）

第 N − 4 个 +( 1
p3q2

− 1) （赢 5 局）
第 N − 3 个 −1（输）

第 N − 2 个 +( 1
p2q

− 1)（赢 3 局）
第 N − 1 个 −1 （输）

第 N 个 +( 1
p
− 1)（赢 1 局）

总盈亏的期望应为 0

E
[
(

1

p4q3
− 1) + (

1

p3q2
− 1) + (

1

p2q
− 1) + (

1

p
− 1)− (N − 7 + 1 + 1 + 1)

]
= 0

即

E[N ] =
1

p4q3
+

1

p3q2
+

1

p2q
+

1

p

（2）
记 Xi 满足 P (Xi = 1) = p = 1− P (Xi = 0)，即 Xi 在抛出正面的时候为 1，否则为 0；注意到 N 是

一个停时，则：

E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1] = pE[N ]

则抛出正面的次数的期望为

E

[
N∑
i=1

Xi

]
=

1

p3q3
+

1

p2q2
+

1

pq
+ 1

4．（总 24 分，每小题 6 分）设 A� B 两盒中共装有 N 个编号分别为 1�2� · · · �N 的小球。考虑如下试
验：先从 N 个小球中随机地取出一个小球（每球被取出的概率等可能），再任意指定一个盒子（A 盒
被指定的概率为 p, B 盒被指定的概率为 q = 1 − p ），然后把所取出的小球放入指定的盒子中．如此

不停地重复试验．记 Xn 为 n 次试验后 A 盒中小球的个数，X0 表示试验之前 A 盒中小球的个数，则
{Xn, n ≥ 0} 构成一个 Markov 链。
（1）求该 Markov 链转移概率矩阵 P；
（2）试判断此链是否可约？每个状态是否具有常返性？每个状态是否有周期？（其中假定 0 < p < 1 ）

（3）当 N = 3, p = 1/2 时，试求该 Markov 链的平稳分布 π = (π0, π1, π2, π3) ；

（4）记 P(n) 为该 Markov 链的 n 步转移概率矩阵。当 N = 3, p = 1/2 时，求 limn→∞ P(n) ，并对结果

做出解释。
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解：（1）
因为等可能的指定编号，所以编号实际上相当于不存在，只是按照盒子中的小球个数为权重取小球，有

转移概率

Pk,k+1 =
N − k

N
p

Pk,k−1 =
k

N
q

Pk,k =
k

N
p+

N − k

N
q

P =


p q 0 · · · 0 0
1
N
q 1

N
p+ N−1

N
q N−1

N
p · · · 0 0

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 · · · q p


（2）
所有状态都互通，因此不可约；有限状态不可约，则所有状态都正常返；所有状态都非周期 (Pk,k > 0)

（3）
此时转移矩阵为

P′ =


1
2

1
2

0 0
1
6

1
2

1
3

0

0 1
3

1
2

1
6

0 0 1
2

1
2


平稳方程为：

π0 =
1

2
π0 +

1

6
π1

π1 =
1

2
π0 +

1

2
π1 +

1

3
π2

π2 =
1

3
π1 +

1

2
π2 +

1

2
π3

π3 =
1

6
π2 +

1

2
π3

π0 + π1 + π2π3 = 1

解得

π0 =
1

8
π1 =

3

8
π2 =

3

8
π3 =

1

8

（4）
不可约正常返非周期，则极限概率存在，且极限概率等于平稳概率

∀i lim
n→∞

Pn
ij =

1

µjj

= πj
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那么就有：

lim
n→∞

P(n) =


1
8

3
8

3
8

1
8

1
8

3
8

3
8

1
8

1
8

3
8

3
8

1
8

1
8

3
8

3
8

1
8



5．（总 24 分，前两小题各 10 分，第 3 小题 4 分）一个修理工照看机器 1 和机器
2．每次修复后，机器 i 保持正常运行，运行时间服从参数（失效率）λi 的指数分布，i = 1, 2 ．当机

器 i 失效时，需要进行修理，修理时间服从参数 µi 的指数分布．机器 1 的修理具有优先权，在机器 1
失效时总是先修理它。例如，若正在修理机器 2 时机器 1 突然失效，则修理工将立刻停止修理机器 2 ，
而开始修理机器 1 。
（1）为该题建立有限状态的连续时间 Markov 链，写成相应的转移强调 Q 矩阵；
（2）设 λi = µi = 1 + i, i = 1, 2 ．若系统长时间运行下去，求机器 2 失效的时间占比；
（3）每当两台机器同时处于失效状态时，求同时处于失效状态持续的时长分布．
解：（1）
考虑状态 (x, y)，x, y ∈ {0, 1}，0表示失效状态，1表示工作状态，这样一共有如下四个状态：(1, 1), (0, 1), (1, 0)
和 (0, 0)，为简化分别记为状态 0, 1, 2, 3．构造 4状态的连续时间 Markov链 {X(t), t ≥ 0}，其中 X(t)

表示时刻 t 系统两个机器所处的状态，相应的 Q 矩阵（对角元为 vi，非对角元为 qij）为

Q =


−λ1 − λ2 λ1 λ2 0

µ1 −λ2 − µ1 0 λ2

µ2 0 −λ1 − µ2 λ1

0 0 µ1 −µ1


（2）
极限概率 (P0, P1, P2, P3) 满足极限概率方程 (P0, P1, P2, P3) = (P0, P1, P2, P3) · Q，即

P0(λ1 + λ2) = P1µ1 + P2µ2

P1(λ2 + µ1) = P0λ1

P2(λ1 + µ2) = P0λ2 + P3µ1

P3µ1 = P1λ2 + P2λ1

P0 + P1 + P2 + P3 = 1

解得

P0 =
5

24
P1 =

1

12
P2 =

7

24
P3 =

5

12

则

机器 2 失效的时间占比 = lim
t→∞

P (机器 2 失效) = P2 + P3 =
17

24

（3）
状态 3 只能转移到状态 2，则

T ∼ Exp(µ1)
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6．（总 12分，每小题 6分）设 {B(t), t ≥ 0}是一个标准布朗运动，定义随机变量序列Xn = B2(n)−n, n ≥
1.
（1）证明 {Xn, n ≥ 1} 为一个鞅；
（2）求如下的概率

P

(
max
0≤s≤n

B(s) ≥ u0.05

√
n

)
解：（1）

E [Xn+1|X1, ..., Xn] = E
[
B2(n+ 1)− (n+ 1)|X1, ..., Xn

]
= E

[
B2(n+ 1)|X1, ..., Xn

]
− (n+ 1)

又

B2(n+ 1) = (B(n+ 1)−B(n) +B(n))
2

= (B(n+ 1)−B(n))
2
+B2(n) + 2 (B(n+ 1)−B(n))B(n)

由独立增量性和平稳增量性

B(n+ 1)−B(n) ∼ N(0, 1) B(n) ∼ N(0, n) 且它们相互独立

注意给定 Xn 相当于给出了 B2(n) 的信息

E
[
B2(n+ 1)|X1, ..., Xn

]
= 1 +B2(n)

则

E [Xn+1|X1, ..., Xn] = Xn

另外 E[|Xn|] < ∞
这就说明了 {Xn, n ≥ 1} 为一个鞅
（2）

P

(
max
0≤s≤n

B(s) ≥ u0.05

√
n

)
= 2P

(
B(n) ≥ u0.05

√
n
)

= 2P

(
B(n)√

n
≥ u0.05

)
= 2P

(
B(n)√

n
≥ u0.05

)
= 2P (N(0, 1) ≥ u0.05)

= 0.1
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