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NULIOUS

一、对于五个变量的相关系数矩阵 R，做单因子模型因子分析得到 L ∈ R5×1，即

X = Lg + ε, Var(g) = 1, Cov(g, ε) = 0, Var(ε) = Ψ 为对角阵.

且 R、L 给出了具体数值

（1）对于得到的单因子 g，解释其意义；因子 g 与哪个变量的相关系数最大？

（2）求特殊方差。
（3）求变量 i 分别与变量 j 和 k 的相关系数的拟合值，并比较哪个误差更小。

二、给出距离矩阵 D

（1）D 是欧氏距离矩阵吗？

（2）用完全连接法进行层次聚类，画出树状图。

三、设 X = (X1, . . . , X3)
⊤ ，且 Σ = Var(X) 为

Σ =


1 + σ2 1 1

1 1 + σ2 1

1 1 1 + σ2

 , σ2 > 0.

求第一主成分及其解释的方差比例。

四、设 A 有 SVD 为 A = UΣV ⊤，其中 u1 为 U 的第一列，v1 为 V 的第一列，σ1 为 A 的最大奇异值。

（1）证明
max

∥u∥=∥v∥=1
u⊤Av = σ1,

且当 u = u1、v = v1 时取到最大值。

（2）若 A = (aij)n×n，aij > 0，求证：aij ≤ σ1，且 u1 与 v1 的非零分量同号。

（3）求证 ∣∣∣∣∣∑
i,j

aij(ui − vj)
2

∣∣∣∣∣ ≤ 2σ1, 其中∥u∥ = ∥v∥ = 1.

五、（1）对 W ∼ Wp(m, Ip)，求证
p∑

i=1

p∑
j=1

Wij

p
∼ χ2

m.

1



2

（2）设 z ∼ Np(0, Ip)，W ∼ Wp(m, Ip)，且 W ⊥⊥ z，求证

z⊤z +
z⊤Wz

z⊤z
∼ χ2

m+p.

六、已知：若 X ∼ χ2
α，Y ∼ χ2

β，且 X ⊥⊥ Y，则

X

X + Y
∼ Beta

(
α

2
,
β

2

)
.

（1）设 X = (X1, . . . , Xn)
⊤ 服从球对称分布。求证

Yk =
X2

1 + · · ·+X2
k

X2
1 + · · ·+X2

n

∼ Beta
(
k

2
,
n− k

2

)
,

且 Yk ⊥⊥ X2
1 + · · ·+X2

n。

（2）设 A 为对称幂等矩阵，r(A) = n− 1。Z1, . . . , Zn
i.i.d.∼ Np(0, Ip)，并令

Z = (Z1, . . . , Zn)
⊤.

求证
det(Z⊤AZ)

det(Z⊤Z)
∼ Beta

(
n− p

2
,
p

2

)
.


