
复分析期中考试 2026春韦勇

中国科学技术大学数学科学学院
2026年春季学期《复分析》期中考试试卷

2026年5月10日，9:30 - 11:30

姓名: 学号:

说说说明明明：

1. 闭卷考试。请将解答写在试卷上，试卷背面也可以写。考试结束后只交试卷。

2. B(z0, r) = {z ∈ C, |z − z0| < r}指的是圆心在z0，半径为r的圆盘。

3. 作答时请保持字迹清晰，卷面整洁。

试试试卷卷卷正正正文文文 （共六题，总分100分）

1. [10 分] 设 f(z) 是一个整函数，假设存在正实数 A、B 和 a，使得对|z|足够大时，有 |f(z)| ≤
A+B|z|a. 证明 f(z) 是一个次数不超过 [a] 的多项式。

解答: 设f在C 上的幂级数展开为 f(z) =
∞∑
n=0

anz
n. 由Cauchy不等式，对足够大的 r > 0，

|an| =
1

n!
|f (n)(0)| ≤

max|z|=r |f(z)|
rn

≤ A+Bra

rn
.

若 n > a，让 r → ∞，可得 an = 0. 故 f 是次数不超过 [a] 的多项式。
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2. [15分]已知
∫∞
−∞ e−πx2

dx = 1.用复分析方法证明e−πx2
是其自身的傅里叶变换，即对∀ ξ ∈ R，

e−πξ2 =

∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξdx.

（提示:考虑顶点为−R,R,R+ iξ,−R+ iξ的矩形围道，对函数e−πz2应用Cauchy积分定理）

解答：当 ξ = 0 时，结论即为已知公式。设 ξ > 0，考虑整函数 F (z) = e−πz2。取顶点

为−R,R,R+ iξ,−R+ iξ的矩形围道QR. 由 Cauchy 积分定理，∫
∂QR

e−πz2 dz = 0.

让R → ∞, 底边积分趋于 1。右边竖边的积分满足∣∣∣∣∫ ξ

0
e−π(R+iy)2i dy

∣∣∣∣ ≤ ξe−πR2+πξ2 → 0, as R → ∞

左边竖边同理趋于 0。顶边积分为∫ −R

R
e−π(x+iξ)2 dx = −eπξ

2

∫ R

−R
e−πx2

e−2πixξ dx.

令 R → ∞，得到
0 = 1− eπξ

2

∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξ dx.

因此 ∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξ dx = e−πξ2 .

当 ξ < 0 时，取下半平面的矩形，证明相同。
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3. [20 分] 设 f ∈ H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1))，且对任意|z| = 1，有|f(z)| = 1.

(a) 证明若f在B(0, 1)中没有零点，则f为常数。

(b) 证明f在B(0, 1)中的零点个数有限。记所有零点为a1, . . . , am, 按重数计数（即零点总个数

为m，一个k阶零点按k个重合的零点计数），并证明存在 θ ∈ R，使得

f(z) = eiθ
m∏
j=1

aj − z

1− ajz
.

解答：

(a) 由最大模原理， |f(z)| ≤ 1, ∀ z ∈ B(0, 1). 又因为 f 在 B(0, 1) 中无零点，故 1/f ∈
H(B(0, 1))，并且 1/f ∈ C(B(0, 1))。再次由最大模原理， |1/f(z)| ≤ 1, ∀ z ∈ B(0, 1).

于是 |f(z)| = 1 对所有 z ∈ B(0, 1) 成立。因此最大模在内部取到，f 必为常数。

(b) 首先由零点的孤立性以及f在B(0, 1)边界上非零，知 f 在 B(0, 1) 中的零点个数有限。记

为a1, . . . , am,，此处我们约定k重零点为k个重合的一阶零点。令

φ(z) =
m∏
j=1

aj − z

1− ajz
.

则 φ在 B(0, 1)中的零点与 f 的零点完全相同，且重数相同，并且 |φ(z)| = 1对 |z| = 1成

立。于是 h(z) = f(z)/φ(z) ∈ H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1)) 且在 B(0, 1) 中无零点。在边

界|z| = 1上，也有|h(z)| = 1. 由(a)，h 必为常数。因此存在θ ∈ R, f(z) = eiθφ(z).
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4. [20 分] 设 φ : [0, 1] → C 连续。对 z ∈ B(0, 1)，定义 F (z) =

∫ 1

0

φ(t)

1− tz
dt.

(a) 证明 F 在 B(0, 1) 上连续。

(b) 设 γ ⊂ B(0, 1) 是任意可求长闭曲线。证明
∫
γ F (z) dz = 0, 并由此说明F在B(0, 1)全纯。

(c) 证明 F 在 0 处有幂级数展开F (z) =
∞∑
n=0

anz
n, |z| < 1, 并写出an的表达式。

(d) 当 φ(t) ≡ 1 时，证明F (z) =
∞∑
n=0

zn

n+ 1
, |z| < 1, 并说明该幂级数的收敛半径为 1.

解答:

(a) 对任意z0 ∈ B(0, 1), 取 0 < r < 1使得|z0| < r. 对任意|z| ≤ r,

|F (z)− F (z0)| ≤
∫ 1

0
φ(t)

t|z − z0|
|1− tz||1− tz0|

dt ≤
maxt∈[0,1] φ(t)

(1− r)2
|z − z0|

因此 F 在 z0处连续，由z0任意性，F在 B(0, 1) 上连续。

(b) 设 γ ⊂ B(0, 1) 为任一可求长闭曲线。由紧性，可取r < 1 使得 γ ⊂ B(0, r). 对 ∀z ∈ γ,

t ∈ [0, 1], ∣∣∣∣ φ(t)

1− tz

∣∣∣∣ ≤ 1

1− r
max
t∈[0,1]

φ(t)

一致有界, 所以可交换积分次序：∫
γ
F (z) dz =

∫
γ

∫ 1

0

φ(t)

1− tz
dt dz =

∫ 1

0
φ(t)

(∫
γ

1

1− tz
dz

)
dt.

对每个 t ∈ [0, 1]，函数 z 7→ (1 − tz)−1 在 B(0, 1) 中全纯，由Cauchy积分定理可得∫
γ

1

1− tz
dz = 0. 因此

∫
γ F (z) dz = 0. 再由 Morera 定理，F ∈ H(B(0, 1)).

(c) 当 |z| < 1 时，
1

1− tz
=

∞∑
n=0

tnzn. 若 |z| ≤ r < 1，则
∞∑
n=0

|tnzn| ≤
∞∑
n=0

rn < ∞, 级数一致

收敛，所以可逐项积分：

F (z) =

∫ 1

0
φ(t)

∞∑
n=0

tnzn dt =
∞∑
n=0

(∫ 1

0
φ(t)tn dt

)
︸ ︷︷ ︸

an

zn.

(d) 当 φ ≡ 1时，an =

∫ 1

0
tn dt =

1

n+ 1
.因此 F (z) =

∞∑
n=0

zn

n+ 1
, |z| < 1.由于 lim

n→∞

(
1

n+ 1

)1/n

=

1, 故收敛半径为 1。
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5. [15 分] 设 P (z) = z7 − 5z3 + z− 1. 求 P 在环域D1 = {z ∈ C, 1
4 < |z| < 1}和D2 = {z ∈ C, 1 <

|z| < 2}中的零点个数分别为多少。

解答：在 |z| = 1/4 上，取主项 −1。有

|z7 − 5z3 + z| ≤
(
1

4

)7

+ 5

(
1

4

)3

+
1

4
< 1.

由 Rouché 定理，P 与常数 −1 在 |z| < 1/4 中零点个数相同，为 0。

在 |z| = 1 上，取主项 −5z3。有

|z7 + z − 1| ≤ 1 + 1 + 1 = 3 < 5 = | − 5z3|.

由 Rouché 定理，P 与 −5z3 在 |z| < 1 中零点个数相同，为 3。

在 |z| = 2 上，取主项 z7。有

| − 5z3 + z − 1| ≤ 5 · 23 + 2 + 1 = 43 < 128 = |z7|.

由 Rouché 定理，P 与 z7 在 |z| < 2 中零点个数相同，为 7。 P 在三条圆周上均无零点。因

此P在D1中有3− 0 = 3个零点，在D2中有7− 3 = 4个零点。
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6. [20 分] 对 |a| < 1，已知 φa(z) =
a− z

1− az
是 B(0, 1)的全纯自同构。

(a) 证明对任意z ∈ B(0, 1)，有 φa ◦ φa(z) = z.

(b) 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 全纯。应用Schwarz引理证明 Schwarz–Pick 不等式：∣∣∣∣∣ f(a)− f(z)

1− f(a)f(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ a− z

1− az

∣∣∣∣ , z, a ∈ B(0, 1).

(c) 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 全纯，并且 f 有两个不同的不动点。证明 f(z) ≡ z.

(d) 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 全纯，且 f(0) = 0, f ′(0) = 0. 证明对任意z ∈ B(0, 1)，均有

|f(z)| ≤ |z|2. 如果存在 z0 ∈ B(0, 1) \ {0}，使得 |f(z0)| = |z0|2, 证明存在实数 θ，使得

f(z) = eiθz2.

解答：

(a) 直接计算得

φa ◦ φa(z) =
a− a−z

1−āz

1− ā a−z
1−āz

= z

且满足φa(0) = a, φa(a) = 0.

(b) 令 g(ω) = φf(a) ◦ f ◦φa(ω). 则 g : B(0, 1) → B(0, 1) 全纯，且 g(0) = φf(a)(f(a)) = 0. 由

Schwarz 引理， |g(w)| ≤ |w|, w ∈ B(0, 1). 取 w = φa(z)，利用φa ◦ φa(z) = z, 得

|φf(a)(f(z))| ≤ |φa(z)|,

即为所求不等式。

(c) 设两个不同不动点为 a, b ∈ B(0, 1)，a ̸= b。令 g = φa ◦ f ◦ φa. 则 g : B(0, 1) → B(0, 1)

全纯，且 g(0) = 0。令 c = φa(b) ̸= 0. 因为 f(b) = b，所以 g(c) = c。由 Schwarz 引理

的等号情形，

g(ω) = eiθω, ∀ω ∈ B(0, 1).

再由 g(c) = c 且 c ̸= 0，得 eiθ = 1，故 g(ω) = ω. 因此 f(z) ≡ z.

(d) 仿照Schwarz引理的证明，由f(0) = 0, f ′(0) = 0, f在B(0, 1)内幂级数展开为

f(z) = f(0) + f ′(0)z +
1

2
f ′′(0)z2 + · · · = z2g(z), z ∈ B(0, 1)

其中g(z)在B(0, 1)上全纯，取0 < r < 1，当|z| = r时，

|g(z)| = |f(z)|
|z|2

≤ 1

r2
.

由最大模原理，在B(0, r)内也有|g(z)| ≤ 1/r2. 让r → 1，即得|g(z)| ≤ 1, z ∈ B(0, 1). 因

此对任意z ∈ B(0, 1)，均有 |f(z)| ≤ |z|2. 若存在 z0 ̸= 0 使得 |f(z0)| = |z0|2，则全纯函
数g(z)在内部取到最大模，从而存在实数 θ，使得 g(z) = eiθ. 因此f(z) = z2g(z) = eiθz2.
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