
USTC2026少创班招生入围考试数学试题

回忆版+个人解答
2026年3月14日 08:30–10:10

• 本试卷共20道填空题，每题5分，满分100分。
1、整数 2026的素因子之和等于 1015 .

解. 2026 = 2 × 1013，而1013是素数，所以答案是2 + 1013 = 1015.

2、若复数 𝑧,𝑤满足 𝑧 +𝑤 = 𝑧𝑤 = 2，则 𝑧̄𝑤 + 𝑧𝑤̄ = 0 。
解. 由韦达定理易见𝑧,𝑤是方程𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 0的两根，因此它们分别为1 ± 𝑖，直接计算即可。

3、若 tan 𝜃 = 3，则 cos 𝜃

sin
(

𝜋
3
− 𝜃

) = 2
√

3 − 3
。

解. 直接计算即可
原式 = cos 𝜃

√

3
2 cos 𝜃 − 1

2 sin 𝜃

除以 cos 𝜃
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐

2
√

3 − tan 𝜃
= 2

√

3 − 3
.

4、若复数集 𝐴 = {1, 𝑥, 𝑦}与 𝐵 = {𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2}相等，则 𝑥2026 + 𝑦2026 = −1 。

证明. 据题意，一共三种情况：𝑥2 = 1或 𝑦2 = 1或 𝑥𝑦 = 1. 直接验证可得前面两种情况无解，对第三种情
况有𝐴 = {1, 𝑥, 1∕𝑥}, 𝐵 = {𝑥2, 1, 1∕𝑥2}. 要使二者相等，则𝑥3 = 1. 解得{𝑥, 1∕𝑥} = {𝜔,𝜔2},其中𝜔是三次单位

根，进而𝜔3 = 1. 所以𝑥2026 + 𝑦2026 = 𝜔2026 + 𝜔4052 𝜔3=1
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 𝜔1 + 𝜔2 = −1.

5、向量 𝑎, 𝑏⃗满足 |𝑎| = 2, |𝑏⃗| = 1, (𝑎 − 𝑏⃗) ⟂ 𝑏⃗，则 𝑎与 𝑎 + 𝑏⃗的夹角余弦值为
5
√

7
14

.

解. 据条件(𝑎 − 𝑏⃗) ⟂ 𝑏⃗有𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = |𝑏⃗|2 = 1, 所以𝑎, 𝑏⃗夹角为60 度，此时可不妨设（直接计算也可以）𝑎 =
(1,

√

3), 𝑏⃗ = (1, 0)，然后直接计算即可。

6、设 𝑎 ∈ ℝ，𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 2𝑎)2 + 1。若存在 𝜇 ∈ ℝ 使得 𝑓 ([𝑎, 𝑎 + 2]) = [𝜇, 𝜇 + 2]，则 𝑎 的取值范围
是 𝑎 =

√

2或2 −
√

2 .
证明. 只需讨论对称轴𝑥 = 2𝑎的位置与区间[𝑎, 𝑎 + 2]位置关系，分三种情况。

1



2

• 对称轴在区间右边，即2𝑎 ⩾ 𝑎 + 2 ⇒ 𝑎 ⩾ 2. 此时𝑓在[𝑎, 𝑎 + 2]递减，故最小值为 𝑓 (𝑎 + 2) = 𝜇，最大值
为 𝑓 (𝑎) = 𝜇 + 2，代入函数表达式计算解得𝑎 = 3∕2，不符合此时的范围。

• 对称轴在区间左边，即2𝑎 ⩽ 𝑎 ⇒ 𝑎 ⩽ 0. 此时𝑓在[𝑎, 𝑎 + 2]递增，故最小值为 𝑓 (𝑎) = 𝜇，最大值为
𝑓 (𝑎 + 2) = 𝜇 + 2，代入函数表达式计算解得𝑎 = 1∕2，不符合此时的范围。

• 对称轴严格在区间内部（即 𝑎 < 2𝑎 < 𝑎 + 2 ⇒ 0 < 𝑎 < 2）. 此时函数 𝑓 (𝑥)在 𝑥 = 2𝑎处取得极小值，
也是整个区间上的最小值。所以最小值 𝜇 = 𝑓 (2𝑎) = 1，这样值域区间的最大值必须为 𝜇 + 2 = 3. 此
时考虑两种情况：

– 当 𝑓 (𝑎) ⩾ 𝑓 (𝑎 + 2)时，最大值为 𝑓 (𝑎)，此时代入函数表达式可解得𝑎 = ±
√

2，然后舍去负的。

– 当 𝑓 (𝑎) < 𝑓 (𝑎 + 2) 时，最大值为 𝑓 (𝑎 + 2)，此时代入函数表达式可解得𝑎 = 2 ±
√

2，然后舍
去2 +

√

2。

综上所述，只有𝑎 =
√

2, 2 −
√

2符合题意。

7、若对于任意实数 𝑥，不等式 cos 2𝑥+ 𝑎 sin 𝑥− 2𝑎 < 3恒成立，则实数 𝑎的取值范围是 𝑎 > 8 − 4
√

5 .
解. 令𝑡 = sin 𝑥, 则cos 2𝑥 = 1 − 2𝑡2. 现在相当于已知：1 − 2𝑡2 + 𝑎𝑡 − 2𝑎 < 3，即𝑎(𝑡 − 2) < 2 + 2𝑡2对全

体𝑡 ∈ [−1, 1]恒成立。因为𝑡 − 2 < 0，所以得到𝑎 > 2𝑡2 + 2
𝑡 − 2

对全体𝑡 ∈ [−1, 1]恒成立。此时只要算出右边的最
大值即可。现在化简

2𝑡2 + 2
𝑡 − 2

=
(2𝑡2 − 8𝑡 + 8) + 8(𝑡 − 2) + 10

𝑡 − 2
= 2(𝑡 − 2) + 10

𝑡 − 2
+ 8.

而𝑡− 2 < 0,所以上式最大值在2(𝑡− 2) = 10
𝑡−2
时取到，也就是𝑡 = 2 −

√

5时（另一个𝑡要舍去），此时右边的值
为8 − 4

√

5. 所以答案是𝑎 > 8 − 4
√

5.
8、若方程 𝑒𝑥 − 𝑎𝑥2 = 0仅有一个实根，则实数 𝑎的取值范围 0 < 𝑎 < 𝑒2

4 .

解. 显然𝑥 ≠ 0，因此考虑𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥∕𝑥2这个函数，我们需要找水平直线 𝑦 = 𝑎 与 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 只有一个交点
的条件。求导得𝑓 ′(𝑥) = 𝑥−3𝑒𝑥(𝑥 − 2). 因此导数为零当且仅当𝑥 = 2，且𝑥 < 0时𝑓单增， lim

𝑥→−∞
𝑓 (𝑥) = 0，

lim
𝑥→0−

𝑓 (𝑥) = +∞；0 < 𝑥 < 2时𝑓单减；𝑥 > 2时𝑓单增，且 lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = +∞.
画图即可判断0 < 𝑎 < 𝑒2

4 .
9、设 𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+1 = 𝜇𝑎2𝑛 + 1。若数列 {𝑎𝑛}无上界，则实数 𝜇的取值范围是 𝜇 > 1∕4 .

解. 只需考察这个数列何时没有不动点. 若𝑥是不动点，则𝑥 = 𝜇𝑥2 + 1有实数解，得到𝜇 ⩽ 1∕4. 因此要让数
列无界，就必须𝜇 > 1∕4，此时𝜇𝑥2 + 1 > 𝑥恒成立，说明{𝑎𝑛}严格递增，而𝑎1 = 1落在不动点之内（此时
若𝜇 = 1∕4则𝑎𝑛 → 2），因此最终答案是𝜇 > 1∕4.

10、在单位正方形内部随机取一点，然后以该点为圆心画一个单位圆，以𝑋表示落在该圆内的正方形
顶点个数，则 𝔼𝑋 = 𝜋 .
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解. 设单位正方形顶点为 𝑉1(0, 0), 𝑉2(1, 0), 𝑉3(1, 1), 𝑉4(0, 1)。圆心坐标为 𝑃 (𝑥, 𝑦)，其中 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]。顶点 𝑉𝑖
落在圆心为 𝑃、半径为 1 的圆内的条件是 |𝑃𝑉𝑖| < 1. 设𝑋𝑖 为第 𝑖 个顶点是否在圆内的指示变量，然后令
𝑋 = 𝑋1 +𝑋2 +𝑋3 +𝑋4.
先计算单个顶点的概率 𝔼(𝑋𝑖) = ℙ(𝑉𝑖在圆内)，对𝑉1(0, 0)：条件是

√

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 ⩽ 1 ⟹ 𝑥2 +
𝑦2 ⩽ 1. 在单位正方形内，满足此条件的面积是一个半径为 1的四分之一圆，因此ℙ(𝑉1在圆内) = 𝜋∕4，这
对其它顶点同样成立，因此加起来数学期望是4 × (𝜋∕4) = 𝜋.

11、设 𝑎 ∈ ℝ。若命题 A：“以 𝑥为未知数的方程 𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 1 = 0有两个不同实根”和命题 B：“|𝑎| +
|𝑎 − 1| ⩽ 2”有且仅有一个命题正确，则 𝑎的取值范围是 (−∞,−1) ∪ [−1

2 , 1] ∪ ( 32 ,+∞) .
解. 直接计算可得

• A为真命题⇔ |𝑎| > 1.
• B为真命题⇔ −1∕2 ⩽ 𝑎 ⩽ 3∕2.

12、设 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 1949𝑥 + 2026𝑦 = 1}，则 min{|𝑥| ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴} = 421 .
解. 用辗转相除法求解即可2026 = 1 × 1949 + 77, 1949 = 25 × 77 + 24, 77 = 3 × 24 + 5, 24 = 4 × 5 + 4,
5 = 1 × 4 + 1. 然后寻找裴蜀定理的特解

1 = 5 − 4 = 5 − (24 − 4 × 5) = 5 × 5 − 24

= 5 × (77 − 3 × 24) − 24 = 5 × 77 − 16 × 24

= 5 × 77 − 16 × (1949 − 25 × 77) = 405 × 77 − 16 × 1949

= 405 × (2026 − 1949) − 16 × 1949 = 405 × 2026 − 421 × 1949.

所以1949×(−421)+2026×405 = 1，特解为𝑥0 = −421, 𝑦0 = 405. 所以方程的通解为𝑥 = −421+2026𝑘 (𝑘 ∈ ℤ).
因此绝对值最小的|𝑥|即为421.

13、已知数列 𝑎𝑛 = 1 + 2 +⋯ + 𝑛 (𝑛 ≥ 1)，若将 {𝑎𝑛}中被 3整除的数依次排列，所得数列记为 {𝑏𝑛}，
则 𝑏1 + 𝑏2 +⋯ + 𝑏2𝑛 =

3𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
2

.

解. 首先算得𝑎𝑛 =
𝑛(𝑛+1)

2 ，直接看出（或者找规律）知3|𝑎𝑛 ⇔ 𝑛 = 3𝑘 − 1或𝑛 = 3𝑘. 于是

𝑏1 + 𝑏2 +⋯ + 𝑏2𝑛−1 + 𝑏2𝑛 =
𝑛
∑

𝑘=1
𝑎3𝑘−1 + 𝑎3𝑘 =

𝑛
∑

𝑘=1
9𝑘2 =

3𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
2

.

14、不等式 𝑥2 +
√

1 − 𝑥 ⩽ 1的解集是 [0,
√

5−1
2 ] ∪ {1} .

解. 令𝑡 =
√

1 − 𝑥去掉无理项，得到(1 − 𝑡2)2 + 𝑡 ⩽ 1,整理得 𝑡(𝑡3 − 2𝑡 + 1) ⩽ 0,有如下两种可能性
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• 𝑡 = 0,不等式化为0 ⩽ 0，结论平凡，符合题意，此时𝑥 = 1.
• 0 < 𝑡 ⩽ 1（这是由𝑡的定义要求的），不等式化为 𝑡3 −2𝑡+1 ⩽ 0，左边因式分解为(𝑡−1)(𝑡2 + 𝑡−1) ⩽ 0，
又因为𝑡 ∈ (0, 1]，所以可解得𝑡 ∈ [

√

5−1
2 , 1]，对应𝑥的范围为[0,

√

5−1
2 ].

综上，不等式解集为[0,
√

5−1
2 ] ∪ {1}.

15、已知 𝑥2 + 2𝑎𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑥 + 6𝑦 + 4 > 0对所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立，则 𝑎的取值范围是 0 < 𝑎 < 3∕2 .
解. 将不等式看作关于 𝑥的一元二次不等式：𝑥2 + 2(𝑎𝑦 + 1)𝑥 + (3𝑦2 + 6𝑦 + 4) > 0. 先看关于变量𝑥的判别式

Δ𝑥 = [2(𝑎𝑦 + 1)]2 − 4 × 1 × (3𝑦2 + 6𝑦 + 4) < 0 ⇒ (𝑎2 − 3)𝑦2 + 2(𝑎 − 3)𝑦 − 3 < 0.

要使该式成立，则必须𝑎2 − 3 < 0且关于变量𝑦的判别式小于0，即

Δ𝑦 = [2(𝑎 − 3)]2 − 4(𝑎2 − 3)(−3) < 0.

计算可得0 < 𝑎 < 3∕2.
16、若函数 𝑓 (𝑥) (𝑥 ∈ ℝ)在 𝑥 = 1处的切线经过点 (2, 0)，则函数 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥)

𝑥−2 在 𝑥 = 1的导数等于 0 .
解. 切线方程为𝑦 − 𝑓 (1) = 𝑓 ′(1)(𝑥 − 1),代入𝑥 = 2, 𝑦 = 0得到 𝑓 ′(1) + 𝑓 (1) = 0. 然后求导得

𝑔′(𝑥) =
𝑓 ′(𝑥)(𝑥 − 2) − 𝑓 (𝑥)

(𝑥 − 2)2
⇒ 𝑔′(1) = −(𝑓 ′(1) + 𝑓 (1)) = 0.

17、设 𝐴 = {𝑛 ∈ ℤ ∣ 2 ≤ 𝑛 ≤ 2026,且存在 𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| = 1使得 1 + 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛 = 0}，则集合 𝐴的元素个数
等于 675 .
解. 化简条件可得𝑧𝑛−1(𝑧+1) = −1，两边取模长得到|𝑧+1| = 1，画图可得𝑧的辐角必须为2𝜋∕3+2𝑘𝜋或4𝜋∕3+
2𝑘𝜋，也就是说𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛 = 𝜔𝑛−1 + 𝜔𝑛 = −1，此时只需讨论两种情况

• 𝜔𝑛−1 = 𝜔,𝜔𝑛 = 𝜔2，得到𝑛 ≡ 2(mod 3).
• 𝜔𝑛−1 = 𝜔2, 𝜔𝑛 = 𝜔，得到3|𝑛，会得到𝜔𝑛 = 1，矛盾。

所以只需要找出2 ⩽ 𝑛 ⩽ 2026中模3余2的正整数有多少个，经计算是675个。
18、设 𝑚为正整数，若方程 3𝑥3 − 9𝑥2 + 𝑚 = 0的根都是有理数，则 𝑚 = 12 .

解. 令𝑦 = 3𝑥,得到首一的整系数多项式𝑦3 − 9𝑦2 + 9𝑚 = 0，据因式定理知（因为𝑚是整数）这个方程的有理
根一定是整数根。据韦达定理，该方程三个复根满足

𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 = 9, 𝑦1𝑦2 + 𝑦2𝑦3 + 𝑦3𝑦1 = 0, 𝑦1𝑦2𝑦3 = −9𝑚.
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计算可得𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23 = 81. 而三个完全平方加起来为81只可能是81 + 0 + 0或36 + 36 + 9，而𝑚是正整数所以
不可能有根为零，因此结合𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 = 9可判定：三根为6, 6,−3，故−9𝑚 = −108,得到𝑚 = 12.

19、将一个 𝑛边形的每个顶点随机染成红、蓝、黄三种颜色之一，且要求相邻顶点的颜色不同，则可
能的染色方式有 2𝑛 + 2(−1)𝑛 种。

解. 设染一个包含 𝑛个顶点的环 𝐶𝑛，使用 3种颜色，满足相邻不同色的方法数为 𝑃𝑛。接下来构造递推式：

考虑一条有 𝑛个顶点的线段（链），第一个点有 3种选法，后续每个点为了与前一个不同色，只有 2种选
法。所以线段的染色总数为 3 × 2𝑛−1。在这 3 × 2𝑛−1种染色中，包含两种情况：

• 第一点和第 𝑛点颜色不同（这正是我们要的闭合环 𝐶𝑛的染色数 𝑃𝑛）

• 第一点和第 𝑛 点颜色相同（此时如果把这两个点“捏”在一起，它就等效于一个长度为 𝑛 − 1 的环
𝐶𝑛−1，所以方法数是 𝑃𝑛−1）

据此可得𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1 = 3 × 2𝑛−1. 滚动角标可得𝑃𝑛+1 + 𝑃𝑛 = 3 × 2𝑛 = 2𝑃𝑛 + 2𝑃𝑛−1，进而得到齐次线性递推

数列 𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛 − 2𝑃𝑛−1 = 0，特征根为2,−1，因此假设𝑃𝑛 = 𝐴 × 2𝑛 + 𝐵 × (−1)𝑛. 因为𝑃2 = 𝑃3 = 6，所
以𝐴 = 𝐵 = 2.

20、给定 5个正整数，从中任取 4个数求和，所得的所有和数构成集合 {86, 92, 96, 98}，则原来的五个
整数是 18, 20, 24, 24, 30或 19, 21, 21, 25, 31 .
解. 据题意知，有且仅有两个数相等（否则给定集合有5个数）。设这 5个数为 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5，令它们的
总和为 𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5，任取 4个数的和，实际上等价于用总和 𝑆 减去未被选中的那个数。所
以 5个和数分别是 𝑆 − 𝑥1, 𝑆 − 𝑥2, 𝑆 − 𝑥3, 𝑆 − 𝑥4, 𝑆 − 𝑥5. 求和可得将 5个和数相加：

(𝑆 − 𝑥1) + (𝑆 − 𝑥2) + (𝑆 − 𝑥3) + (𝑆 − 𝑥4) + (𝑆 − 𝑥5) = 5𝑆 − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5) = 5𝑆 − 𝑆 = 4𝑆

这说明这 5个和数的总和必须是 4的倍数。这 5个和数由集合 {86, 92, 96, 98}中的 4个元素，外加其中 1
个重复元素 𝑌 组成。它们的总和为：

4𝑆 = 86 + 92 + 96 + 98 + 𝑌 = 372 + 𝑌

因为 4𝑆 是 4的倍数，且 372 = 4 × 93也是 4的倍数，所以 𝑌 必须是 4的倍数。在 {86, 92, 96, 98}中，只有
92和 96是 4的倍数。所以我们有两种情况。

• 𝑌 = 92. 此时 4𝑆 = 372 + 92 = 464 ⟹ 𝑆 = 116。这 5个和数分别是 86, 92, 92, 96, 98，解得五个正整
数是 18, 20, 24, 24, 30。

• 𝑌 = 96. 此时 4𝑆 = 372 + 96 = 468 ⟹ 𝑆 = 117。这 5个和数分别是 86, 92, 96, 96, 98，解得五个正整
数是 19, 21, 21, 25, 31。


