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1.（10 分）设 X1, X2, . . . , Xn 独立同分布，方差有限，记

X =
1

n

n∑
j=1

Xj ,

计算协方差 Cov(X,Xk −X)。

2.（20 分）回答问题：

(1) 对正整数 n，
(

sin t

t

)n

是否为特征函数？说明理由。

(2) 设随机变量 Xn 几乎处处收敛到 X，随机变量 Yn 几乎处处收敛到 Y，对任意的 n，Xn 与 Yn

都独立，证明 X 与 Y 独立。

3.（10 分）设随机变量 Xn 依分布收敛到 X，且存在常数 M > 0 使得 |Xn| ⩽ M 对任意的 n 都成立，
证明 E|Xn| → E|X|。

4.（20 分）设整数 n ⩾ 2，从单位球面 Sn−1 = {x ∈ Rn : ∥x∥ = 1} 上独立均匀选取两点 X 与 Y，定
义两者的内积 Zn = X · Y。请回答以下问题：
(1) 计算 E[Zn]，Var(Zn)。

(2) 证明 Zn 的概率密度函数为

fZn
(z) = C(1− z2)

n−3
2 , z ∈ (−1, 1),

这里 C 为常数（可能依赖 n，但不要求具体计算出来）。

(3) 证明当 n → ∞ 时，
√
nZn 依分布收敛到 N(0, 1)。

（提示：若 n 维向量 G 分量为独立标准正态分布，则
G

∥G∥2
服从 Sn−1 上的均匀分布。）

5.（25 分）设 X1, X2, . . . 独立同分布，满足 E[X1] = 0，Var(X1) = 1，E[|X1|3] < ∞。对参数 β ⩾ 0，
定义加权和

Sn(β) =
n∑

k=1

Xk

kβ
, n ⩾ 1.

随着 β 的变化，Sn(β) 的极限行为将发生相变。
(1) 判断当 n → ∞ 时 Bn(β) :=

√
Var(Sn(β)) 的极限是否为有限数？

(2) 亚临界相：β >
1

2
。

(a) 证明对任意趋于无穷的正数列 bn，有
Sn(β)

bn

P−→ 0。

(b)（附加题 5 分）假定 P(Xk = 1) = P(Xk = −1) = 1/2。对任意的 β >
1

2
，证明

Sn(β)

Bn(β)
不

可能依分布收敛到标准正态。

(3) 超临界相：0 ⩽ β ⩽ 1

2
。证明 Zn =

Sn(β)

Bn(β)
依分布收敛到 N(0, 1)。
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6.（25 分）设 X1, X2, . . . 为一列独立同分布的随机变量，且 P(Xi = 1) = P(Xi = −1) =
1

2
。令 S0 = 0

且 Sn =
∑n

i=1 Xi 当 n ⩾ 1 时，证明
(1) 对任意的 t, x > 0 和 n ⩾ 1，

E[etSn ] ⩽ ent
2/2, P(|Sn| ⩾ x) ⩽ 2e−x2/(2n).

(2)（附加题 5 分）对任意的 x > 0 和 n ⩾ 1，

P
(

max
1⩽m⩽n

Sm ⩾ x

)
⩽ 2P(Sn ⩾ x),

P
(

max
1⩽m⩽n

|Sm| ⩾ x

)
⩽ 4P(|Sn| ⩾ x).

(3)
lim sup
n→∞

Sn√
2n log logn

⩽ 1 a.s.

（提示：可以先承认（2）中结论。）


