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题号 一 (40分) 二 (10分) 三 (10分) 四 (10分) 五 (10分) 六 (10分) 七 (10分) 总分 (100分)
得分

一、填空题：本题共 8小题，每题 5分，共 40分。

(1). 记 R3[x]为次数小于或等于 3的所有实多项式组成的实线性空间. 已知 f1(x) = x3 − x2, f2(x) =

x2−x, f3(x) = x−1, f4(x) = 1为 R3[x]的一组基. 则 x3在这组基下的坐标为 (1, 1, 1, 1)T .

(2). 设 A为三维欧氏空间上的第二类正交变换. 若 A有一个辐角为 π
2
的复特征值,则线性变换

A ◦ A+ 2A的行列式为 −5 .

(3). 平面 R2上的线性变换 A :

(
x

y

)
7→

(
4 1

1 −2

)(
x

y

)
将单位圆 C 变成椭圆 E,则椭圆 E的长短半轴

的长度分别为
√
10 + 1和

√
10− 1 .

(4). 若线性变换在某组基下的矩阵为


3 0 −4

x −1 2

2 4 1

,在另一组基下矩阵为


1

y

−1

,

则 xy = −6 .

(5). 设 V = F2×2，记 A =

(
1 2

3 4

)
. 若 V 上的线性变换 A满足 A(M) = MA. 则 A在基

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
下的矩阵为


1 3 0 0

2 4 0 0

0 0 1 3

0 0 2 4


(6). 二次型 Q(x1, x2, x3) = x2

1 + x2
2 + 2x1x2 + 2x2x3的规范形为 y21 + y22 − y23 .

(7). 设A是 4n−1维空间上的线性变换，若 rankA = 3n，则 rankA3的取值范围是 [n+ 2, 3n] .

(8). 超定线性方程组


1 1

1 2

2 1

 x =


1

2

3

的最小二乘解为 x = ( 14
11
, 3
11
)T .
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以下第二到第七大题请写出详细解题过程，评分按步骤给分。

二、(10分)计算题. 请计算矩阵高次幂 (要求结果中不能出现根式).

(1).

(
4 6

−3 −5

)2026

, (2).

(
2 2

−2 0

)2026

.

解. (1). 设 A =

(
4 6

−3 −5

)
. 则其特征多项式为

PA(λ) = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣λ− 4 −6

3 λ+ 5

∣∣∣∣∣ = (λ− 4)(λ+ 5) + 18 = λ2 + λ− 2 = (λ− 1)(λ+ 2).

因此,其特征值为 λ1 = 1, λ2 = −2.

解线性方程组 (A− I)X =

(
3 6

−3 −6

)
X = 0得特征向量 ξ1 =

(
−2

1

)
.

类似地,解线性方程组 (A+ 2I)X =

(
6 6

−3 −3

)
X = 0得特征向量 ξ2 =

(
−1

1

)
.

令 P =

(
−2 −1

1 1

)
, Λ =

(
1 0

0 −2

)
. 则 detP = −1，故 P−1 =

(
−1 −1

1 2

)
以及 A = PΛP−1. 因此

A2026 = (PΛP−1)2026 = PΛ2026P−1 =

(
−2 −1

1 1

)(
1 0

0 22026

)(
−1 −1

1 2

)
=

(
2− 22026 2− 22027

22026 − 1 22027 − 1

)
.

(2)设 B =

(
1 1

−1 0

)
. 直接计算可得

B3 =

(
1 1

−1 0

)(
1 1

−1 0

)(
1 1

−1 0

)
=

(
−1

−1

)

因此 B6 = I .
从而我们有 (

2 2

−2 0

)2026

= 22026B2026 = 22026B6×337+4 = 22026B4 = −22026B.

因此,

(
2 2

−2 0

)2026

=

(
−22026 −22026

22026 0

)
.

注: 如果按 (1)中的方法计算,分值分配同 (1).
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三、(10分)记 R3[x]为次数小于或等于 3的所有实多项式组成的实线性空间. 对任意 f ∈ R3[x],定义

D(f) = −f + xf ′ + 2f ′ + f ′′.

(1). 验证 D为实线性空间 R3[x]上的线性变换.

(2). 线性变换 D是否可对角化? 为什么?

解. (1). 只需验证可加性与齐次性。整理变换表达式：

D(f) = −f + (x+ 2)f ′ + f ′′.

• 可加性：任取 f, g ∈ R3[x]，

D(f + g) = −(f + g) + (x+ 2)(f + g)′ + (f + g)′′

= −f − g + (x+ 2)f ′ + (x+ 2)g′ + f ′′ + g′′

=
[
− f + (x+ 2)f ′ + f ′′]+ [− g + (x+ 2)g′ + g′′

]
= D(f) +D(g).

• 齐次性：任取 k ∈ R，

D(kf) = −(kf) + (x+ 2)(kf)′ + (kf)′′

= −kf + k(x+ 2)f ′ + kf ′′ = k ·
[
− f + (x+ 2)f ′ + f ′′] = kD(f).

可加、齐次均满足，故 D是 R3[x]上的线性变换.
这第一问考察基本概念 (送分题),只要学生提到要验证这两条性质,就可以给满 4分.

(2). D可对角化.
证明如下: 取标准基 1, x, x2, x3，对单项式 xn计算：

D(xn) = −xn + (x+ 2) · nxn−1 + n(n− 1)xn−2 = (n− 1)xn + 2nxn−1 + n(n− 1)xn−2.

分别代入 n = 0, 1, 2, 3：

D(1) = −1, D(x) = 2, D(x2) = 2 + 4x+ x2, D(x3) = 6x+ 6x2 + 2x3.

写出变换在基 1, x, x2, x3下的矩阵M（列向量为各像的坐标）：

M =


−1 2 2 0

0 0 4 6

0 0 1 6

0 0 0 2

 .

M 为上三角矩阵，对角元是全部特征值：λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 1, λ4 = 2，四个特征值互不相同。有限

维线性空间上，若线性变换的特征值两两互异，则该变换可对角化。

因此 D可对角化。
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四、(10分)求矩阵 A =


2 7 13

1 1 −2

2 −3 −3

的 QR分解. 即,将 A分解为正交矩阵和上三角矩阵的乘积.

解. 通过 Gram-Schmidt正交化对列向量正交化、单位化，逐步构造Q和 R. 设矩阵 A = [α1, α2, α3]，其

中列向量为：

α1 = (2, 1, 2)T , α2 = (7, 1,−3)T , α3 = (13,−2,−3)T

处理 α1: 令 β1 = α1,计算 β1的模长和单位化：

r11 = ‖β1‖ =
√
22 + 12 + 22 = 3, e1 =

β1

r11
=

(
2

3
,
1

3
,
2

3

)T

处理 α2: 投影系数 r12 = (α2, e1) = αT
2 e1 = 3.

β2 := α2 − r12e1 = (5, 0,−5)T

计算 β2的模长和单位化：

r22 = ‖β2‖ =
√
52 + 02 + (−5)2 = 5

√
2, e2 =

β2

r22
=

(
1√
2
, 0,

−1√
2

)T

处理 α3: 投影系数 r13 = (α3, e1) = αT
3 e1 = 6，r23 = (α3, e2) = αT

3 e2 = 8
√
2

β3 = α3 − r13e1 − r23e2 = (1,−4, 1)T .

计算 β3的模长和单位化：

r33 = ‖β3‖ =
√
12 + (−2)2 + 12 = 3

√
2, e3 =

β3

r33
=

(
1

3
√
2
,
−4

3
√
2
,

1

3
√
2

)T

最终 QR分解结果：正交矩阵 Q（以 e1, e2, e3为列向量）为：

Q =


2
3

1√
2

1
3
√
2

1
3

0 −4
3
√
2

2
3

−1√
2

1
3
√
2


上三角矩阵 R (以 rij 为矩阵元)为：

R =


3 3 6

0 5
√
2 8

√
2

0 0 3
√
2

 .
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五、(10分)给定二次曲面在直角坐标系下的方程

3x2
1 + 3x2

2 + 5x2
3 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3 = 1.

用正交变换将其化为标准方程,并指出这是什么类型的二次曲面.

解. 二次型对应的实对称矩阵为 A =


3 1 −1

1 3 −1

−1 −1 5

.

该矩阵的特征多项式 PA(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −1 1

−1 λ− 3 1

1 1 λ− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ − 2)(λ − 3)(λ − 6),解得特征值：

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 6.

分别求解齐次线性方程组 (λiE −A)x = 0：

• 对 λ1 = 2，得基础解系 ξ1 = (−1, 1, 0)T；

• 对 λ2 = 3，得基础解系 ξ2 = (1, 1, 1)T；

• 对 λ3 = 6，得基础解系 ξ3 = (1, 1, −2)T .

将特征向量单位化，构造正交矩阵 (实对称矩阵不同特征值的特征向量两两正交，无需额外正交化):

Q =

(
ξ1

||ξ1||
,

ξ2
||ξ2||

,
ξ3

||ξ3||

)
=


− 1√

2

1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

0
1√
3

− 2√
6

 ,

作正交变换 x = Qy（其中 y = (y1, y2, y3)
T），该变换为直角坐标变换，保持曲面几何形状不变。

将正交变换代入原曲面方程，二次型化为标准形，得到曲面的标准方程：

2y21 + 3y22 + 6y23 = 1.

该曲面为椭球面.
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六、(10分)设 A为实方阵满足 AAT = ATA. 证明若存在实可逆矩阵 P 使得 P−1AP 为对角阵,则 A为

对称阵.

证明. 我们分三步完成证明：

步骤 1：提取线性无关的实特征向量 设可逆矩阵 P = (α1,α2, . . . ,αn)，其中 αi ∈ Rn是 P 的列向量.
记 diag(λ1, λ2, . . . , λn) := P−1AP，按列展开等式 AP = Pdiag(λ1, λ2, . . . , λn),得 α1,α2, . . . ,αn 是 A

的 n个线性无关的实特征向量，对应实特征值 λ1, λ2, . . . , λn.

步骤 2：矩阵A与AT 有相同的特征值和特征向量 对任意实向量 x ∈ Rn和实数 λ，分别计算Ax−λx

与 ATx− λx的欧氏范数平方：

‖Ax− λx‖2 = (Ax− λx)T (Ax− λx)

= xTATAx− λxTATx− λxTAx+ λ2xTx,

‖ATx− λx‖2 = (ATx− λx)T (ATx− λx)

= xTAATx− λxTAx− λxTATx+ λ2xTx.

由条件 AAT = ATA，且对实向量有 xTAx = xTATx（一阶矩阵转置等于自身），因此两式右端完

全相等，即：

‖Ax− λx‖2 = ‖ATx− λx‖2

对特征向量 αi，有 Aαi − λiαi = 0，故 ‖Aαi − λiαi‖2 = 0，代入上式得：

‖ATαi − λiαi‖2 = 0

由欧氏范数的正定性，范数为 0当且仅当向量为零向量，因此：

ATαi = λiαi, i = 1, 2, . . . , n

步骤 3：推出 A为对称矩阵 由上述结论，对所有 i有：

(A−AT )αi = Aαi −ATαi = λiαi − λiαi = 0

由于 α1, . . . ,αn线性无关，构成 Rn的一组基；线性变换在一组基上的像全为零向量，当且仅当该

变换为零变换。因此：

A−AT = O ⇒ AT = A

综上，A为对称矩阵。
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七、(10分)证明题.

(1). 如果 A和 B 为同阶的正交方阵,且 detA = − detB,证明 A+B 是奇异方阵.

(2). 设 A为满足 A3 = A的 n阶复方阵. 证明 A有 n个线性无关的特征向量.

证明. (1). 因为正交矩阵均可逆，且正交矩阵的逆矩阵、两个正交矩阵的乘积仍为正交矩阵，故 A−1B

是正交矩阵。对其计算行列式：

det(A−1B) = det(A−1) · det(B) = −1.

正交矩阵的特征值满足以下性质：所有特征值的模长均为 1；特征多项式的复根以共轭成对的形式出现，

任意一对共轭复特征值 µ与 µ̄的乘积为

µ · µ̄ = |µ|2 = 1

因此全体非实特征值的乘积为 1. 由于矩阵的行列式等于其所有特征值的乘积，而 det(A−1B) = −1，因

此 A−1B 的全体实特征值的乘积必为 −1。又因为正交矩阵的实特征值只能取 1或 −1，故 −1必然是

A−1B 的一个特征值。

根据特征值定义，−1是 A−1B 的特征值等价于 det (I +A−1B) = 0. 对 det(A+ B)提取公因子 A，

代入上式可得：

det(A+B) = det
[
A
(
I +A−1B

)]
= det(A) · det

(
I +A−1B

)
= 0
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(2). 设 λ为特征值, x为属于 λ的特征向量. 则 0 = (A3 −A)x = (λ3 − λ)x. 由于特征向量非零, λ3 − λ =

0. 因此 λ 只能取 0, 1 或者 −1. 分别在三个特征子空间 VA(0),VA(1),VA(−1) 中取基 α1,α2, . . . ,αr;
β1,β2, . . . ,βs;和 γ1,γ2, . . . ,γt. 将三组向量合并为向量组

α1, . . . ,αr, β1, . . . ,βs, γ1, . . . ,γt. (∗)

我们只需证明该向量组构成整个空间的一组基.

该向量组为一组生成元: 由条件 A3 = A，矩阵满足 f(A) = 0,其中 f(x) = x3 − x = x(x − 1)(x + 1).
考察

f1(x) = (x− 1)(x+ 1), f2(x) = x(x+ 1), f3(x) = x(x− 1),

显然满足恒等式

1 = −f1(x) +
1

2
f2(x) +

1

2
f3(x).

将矩阵 A代入,得单位矩阵的如下分解

I = −f1(A) +
1

2
f2(A) +

1

2
f3(A).

对任意 n维复向量 ξ，将上述矩阵等式同时作用于 ξ，得：

ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3

其中 ξ1 = −f1(A)ξ, ξ2 = 1
2
f2(A)ξ, ξ3 = 1

2
f3(A)ξ. 由 f(x) = x · f1(x) = (x− 1) · f2(x) = (x+ 1) · f3(x)

以及 f(A) = 0,可得

Aξ1 = A ·
(
− f1(A)ξ

)
= −Af1(A)ξ = 0

(A− I)ξ2 = (A− I) ·
(
1

2
f2(A)ξ

)
=

1

2
(A− I)f2(A)ξ = 0

(A+ I)ξ3 = (A+ I) ·
(
1

2
f3(A)ξ

)
=

1

2
(A+ I)f3(A)ξ = 0

即 ξ1 ∈ VA(0), ξ2 ∈ VA(1), ξ3 ∈ VA(−1). 由此可得 (∗)生成全空间.

该向量组线性无关: 设存在系数满
r∑

i=1

kiαi +
s∑

j=1

ljβj +
t∑

k=1

mkγk = 0. 令 u =
∑

kiαi，v =
∑

ljβj，

w =
∑

mkγk，则 u+ v +w = 0. 由于属于不同特征值的特征向量线性无关，必有 u = v = w = 0. 又
因每组基本身线性无关，故所有系数 ki = lj = mk = 0，因此合并向量组线性无关.
总而,我们有 n个线性无关的特征向量.
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