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中国科学技术大学
2025–2026学年第二学期现代偏微分方程期末考试试题解析

考试时间：2026年6月16日 09:50–12:10 开课院系：数学科学学院

试题 1 (25分). 设𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈), 𝑢𝑚 =
𝑚∑

𝑘=1
𝑑𝑘𝑚𝑤𝑘 满足下式

∫
𝑈
∇𝑢𝑚 ⋅ ∇𝑤𝑘 d𝒙 = ∫

𝑈
𝑓 𝑤𝑘 d𝒙, ∀1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚,

其中 {𝑤𝑘} 是 𝐻1
0(𝑈) 的一组标准正交基。证明： {𝑢𝑚} 存在子列在𝐻1

0(𝑈)中弱收敛到𝑢，其中𝑢是方
程−∆𝑢 = 𝑓 in 𝑈, 𝑢|𝜕𝑈 = 0的弱解。

解析. 本题是作业原题（作业三的第3题，Evans第7章习题），即为Poisson方程的Galerkin逼近解法。

证明. 在题给条件式两端同乘𝑑𝑘𝑚并对𝑘从 1到𝑚求和，利用𝑢𝑚 =
𝑚∑

𝑘=1
𝑑𝑘𝑚𝑤𝑘可得∫𝑈 |∇𝑢𝑚|

2 d𝒙 = ∫𝑈 𝑓𝑢𝑚 d𝒙.

由 Cauchy–Schwarz不等式和 Poincaré不等式得到

‖∇𝑢𝑚‖2𝐿2 ⩽ ‖𝑓‖𝐿2‖𝑢𝑚‖𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2‖∇𝑢𝑚‖𝐿2 ⇐⇒ ‖∇𝑢𝑚‖𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2 .

这表明 {𝑢𝑚}在𝐻1
0(𝑈)中一致有界。由弱紧性得知必存在子列（仍记为 {𝑢𝑚}）和 𝑢 ∈ 𝐻1

0(𝑈)，使得 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢
在𝐻1

0(𝑈)中弱收敛。
接下来证明 𝑢是弱解。对任意固定的 𝑣 ∈ 𝐻1

0(𝑈)，由于 {𝑤𝑘}是标准正交基，存在由前 𝑚个基底构成

的组合 𝑣𝑚 =
𝑚∑

𝑘=1
𝑐𝑘𝑤𝑘，使得当𝑚 → ∞时 𝑣𝑚在𝐻1

0 中强收敛到 𝑣。对任意给定的𝑚有

∫
𝑈
∇𝑢𝑚 ⋅ ∇𝑣𝑚 d𝒙 = ∫

𝑈
𝑓𝑣𝑚 d𝒙

令𝑚 → ∞，由于 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢在𝐻1
0(𝑈)中弱收敛，且 𝑣𝑚 → 𝑣在𝐻1

0(𝑈)中强收敛，所以左右两端内积均收敛

∫
𝑈
∇𝑢 ⋅ ∇𝑣 d𝒙 = ∫

𝑈
𝑓𝑣 d𝒙.

试题 2 (25分). 设𝑢是如下热方程的光滑解

𝜕𝑡𝑢 − ∆𝑢 = 0 in (0,∞) × 𝑈, 𝑢 = 0 on [0,∞) × 𝜕𝑈, 𝑢 = 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈) on {𝑡 = 0} × 𝑈̄.
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(1) (15分)证明：存在仅依赖区域𝑈的常数 𝐶 > 0，使得对任意 𝑡 > 0成立不等式 ∫𝑈 |𝑢(𝑡, 𝒙)|
2 d𝒙 ⩽

𝑒−𝐶𝑡 ∫𝑈 |𝑔(𝒙)|
2 d𝒙. 常数𝐶的最大值是多少？𝑔取成什么函数时能够使得𝐶达到最大值？

(2) (10分)证明或否定： lim
𝑡→+∞

sup
𝒙∈𝑈

|𝑢(𝑡, 𝒙)| = 0.

解析. 本题是作业原题（作业三的第4题），即证明有界区域、零边值热方程的能量和逐点指数衰减。
需注意的是本题考虑的是有界区域情况，如果要使用热半群的衰减估计，则需要给出证明。

证明. (1)方程乘 𝑢然后分部积分可得

1
2
d
d𝑡
∫
𝑈
𝑢2 d𝒙 = ∫

𝑈
𝑢∆𝑢 d𝒙 = −∫

𝑈
|∇𝑢|2 d𝒙.

据主特征值 𝜆1的变分原理知 ∫𝑈 |∇𝑢|
2 d𝒙 ⩾ 𝜆1 ∫𝑈 𝑢

2 d𝒙。代入上式得

d
d𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2 ⩽ −2𝜆1‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2

由 Grönwall不等式解得‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2 ⩽ 𝑒−2𝜆1𝑡‖𝑔‖2𝐿2 ⇐⇒ ‖𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2(𝑈) ⩽ 𝑒−𝜆1𝑡‖𝑔‖𝐿2(𝑈). 当 𝑔 = 𝑤1 时 (即(−∆)的第
一特征函数)上式可以取等号，所以𝐶的最大值是2𝜆1.

(2)设主特征值 𝜆1对应的正特征函数为 𝑤1(𝒙)，即−∆𝑤1 = 𝜆1𝑤1，且在𝑈内𝑤1 > 0。考察函数 𝑣(𝑡, 𝒙) =
𝐶𝑒−𝜆1𝑡𝑤1(𝒙)。直接计算可知 𝜕𝑡𝑣 − ∆𝑣 = −𝐶𝜆1𝑒−𝜆1𝑡𝑤1 − 𝑒−𝜆1𝑡(−𝐶𝜆1𝑤1) = 0，即 𝑣也是热方程的光滑解。由
于 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈)且 𝑔|𝜕𝑈 = 0，由讲义的问题2.6.2得知：存在常数 𝐶 > 0，使得在 𝑈上恒有 −𝐶𝑤1(𝒙) ⩽ 𝑔(𝒙) ⩽
𝐶𝑤1(𝒙). 这即是初始时刻 𝑡 = 0时的比较条件. 由于 𝑢和 ±𝑣在边界上均为零，由抛物方程弱极值原理（比
较原理），对任意 𝑡 > 0都有−𝑣(𝑡, 𝒙) ⩽ 𝑢(𝑡, 𝒙) ⩽ 𝑣(𝑡, 𝒙). 因此|𝑢(𝑡, 𝒙)| ⩽ 𝐶𝑒−𝜆1𝑡𝑤1(𝒙) ⩽ 𝐶′𝑒−𝜆1𝑡.

试题 3 (20分). 设空间维数𝑑 = 3,函数𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇];𝐻1
0(𝑈)), 𝜕𝑡𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐿2(𝑈))是如下带阻尼的散

焦波动方程的局部解:

𝜕2𝑡 𝑢 − ∆𝑢 + 𝜕𝑡𝑢 + 𝑢5 = 0 ((𝑡, 𝒙) ∈ (0, 𝑇) × 𝑈), 𝑢|𝜕𝑈 = 0, (𝑢, 𝜕𝑡𝑢)|𝑡=0 = (𝜑, 𝜓) ∈ 𝐻1
0(𝑈) × 𝐿

2(𝑈).

已知：若方程解的极大存在时间𝑇∗ < ∞，则lim sup
𝑡↗𝑇∗

[
‖∇𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2 + ‖𝜕𝑡𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2

]
= +∞.

(1) (8分)证明：能量函数 𝐸0(𝑡) =
1
2
∫𝑈(𝜕𝑡𝑢)

2 + |∇𝑢|2 d𝒙 + 1
6
∫𝑈 𝑢

6 d𝒙关于 𝑡单调递减，进而该局部
解可以延拓为整体解。

(2) (12分)证明存在常数𝐶, 𝑎 > 0使得𝐸0(𝑡) ⩽ 𝐶𝐸0(0)𝑒−𝑎𝑡.

提示：(2)考虑先对𝐸𝜀(𝑡) ∶= 𝐸0(𝑡) + 𝜀 ∫𝑈 𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙做能量估计，然后思考如何做回𝐸0的估计。
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解析. 本题(2)改编自作业五的第1题，讨论阻尼波方程的指数衰减估计，方程里面的非线性项 𝑢5 实
际上并没有起本质作用，提示所述的方法是处理部分耗散双曲系统能量估计的经典方法之一。本题

的(1)则是爆破准则与𝐿2能量估计的简单应用。

证明. (1)将方程乘以 𝜕𝑡𝑢并在 𝑈上积分。由于 𝑢|𝜕𝑈 = 0，分部积分可得

d
d𝑡
[
1
2 ∫𝑈

(𝜕𝑡𝑢)2 + |∇𝑢|2 d𝒙 + 1
6 ∫𝑈

𝑢6 d𝒙] + ∫
𝑈
(𝜕𝑡𝑢)2 d𝒙 = 0 ⇐⇒ 𝐸′0(𝑡) = −‖𝜕𝑡𝑢(𝑡)‖2𝐿2(𝑈) ⩽ 0.

因此 𝐸0(𝑡)单调递减。而‖∇𝑢(𝑡)‖2𝐿2 + ‖𝜕𝑡𝑢(𝑡)‖2𝐿2 ⩽ 2𝐸0(𝑡) ⩽ 2𝐸0(0)，若极大存在时间 𝑇∗ < ∞，则上述一致
界与题设的爆破准则矛盾。因此解可以延拓为整体解。

(2)令𝐸𝜀(𝑡) ∶= 𝐸0(𝑡)+ 𝜀 ∫𝑈 𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙，其中 0 < 𝜀 ≪ 1稍后选取。由 Poincaré不等式和 Young不等式，存
在常数 𝐶𝑃 > 0使得下式成立

||||||||
∫
𝑈
𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙

||||||||
⩽ 𝛿
2‖𝜕𝑡𝑢‖

2
𝐿2 +

𝐶𝑃
2𝛿
‖∇𝑢‖2𝐿2 ,

因此取 𝜀 > 0足够小就可得 𝐸𝜀与 𝐸0等价，即存在 𝑐0, 𝐶0 > 0使得 𝑐0𝐸0(𝑡) ⩽ 𝐸𝜀(𝑡) ⩽ 𝐶0𝐸0(𝑡).
下面计算交叉项的导数：

d
d𝑡
∫
𝑈
𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙 = ∫

𝑈
(𝜕𝑡𝑢)2 d𝒙 + ∫

𝑈
𝑢𝜕2𝑡 𝑢 d𝒙 = ∫

𝑈
(𝜕𝑡𝑢)2 d𝒙 + ∫

𝑈
𝑢(∆𝑢 − 𝜕𝑡𝑢 − 𝑢5) d𝒙

= ‖𝜕𝑡𝑢‖2𝐿2 − ‖∇𝑢‖2𝐿2 − ∫
𝑈
𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙 − ‖𝑢‖6𝐿6 .

所以 𝐸′𝜀(𝑡) = −‖𝜕𝑡𝑢‖2𝐿2 + 𝜀‖𝜕𝑡𝑢‖2𝐿2 − 𝜀‖∇𝑢‖2𝐿2 − 𝜀‖𝑢‖6𝐿6 − 𝜀 ∫𝑈 𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙，再将 ∫𝑈 𝑢𝜕𝑡𝑢 d𝒙的估计代进来得到

𝐸′𝜀(𝑡) ⩽ −
(
1 − 𝜀 − 𝜀𝛿

2

)
‖𝜕𝑡𝑢‖2𝐿2 − 𝜀

(
1 −

𝐶𝑃
2𝛿

)
‖∇𝑢‖2𝐿2 − 𝜀 ∫

𝑈
𝑢6 d𝒙.

先固定 𝛿 > 𝐶𝑃∕2，再取 𝜀 > 0足够小，则存在 𝑎0 > 0使得

𝐸′𝜀(𝑡) ⩽ −𝑎0
(
‖𝜕𝑡𝑢‖2𝐿2 + ‖∇𝑢‖2𝐿2 + ‖𝑢‖6𝐿6

)
⩽ −𝑎1𝐸0(𝑡) ⩽ −𝑎𝐸𝜀(𝑡).

由 Gronwall不等式得到 𝐸𝜀(𝑡) ⩽ 𝐸𝜀(0)𝑒−𝑎𝑡，再利用 𝐸𝜀与 𝐸0的等价性就得到 𝐸0(𝑡) ⩽ 𝐶𝐸0(0)𝑒−𝑎𝑡.

请在试题4A和试题4B之中选取一题作答。

试题 4A (20分). 设 𝐵 ⊂ ℝ3 是单位球。问：方程 −∆𝑢 = 𝑢5 (𝒙 ∈ 𝐵), 𝑢|𝜕𝐵 = 0 是否存
在不恒为零的非负解𝑢 ∈ 𝐶2(𝐵)？证明你的结论。
提示：从该方程能得到关于

𝜕𝑢
𝜕𝑁
|𝜕𝐵的什么信息？本题若使用Pohozaev恒等式则必须详细推导。
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解析. 本题是Pohozaev恒等式的直接应用，虽然𝑑 = 3时𝑝 = 5是临界指标，但是Pohozaev恒等式表
明

𝜕𝑢
𝜕𝑁
|𝜕𝐵 ≡ 0，再由强极值原理就得到了与Hopf引理矛盾的地方。需注意，如果把这道题的区域换成

ℝ𝑑，那么结论是变成“存在”，这个解被称作 Talenti bubble.

证明. 如果存在这样的 𝑢，那么方程两边 𝑢并积分得到能量估计 ∫𝐵 |∇𝑢|
2 d𝒙 = ∫𝐵 𝑢

6 d𝒙. 下面推导 Pohozaev
恒等式，方程两边同时乘以 𝒙 ⋅ ∇𝑢并在 𝐵上积分，得到

∫
𝐵
(−∆𝑢)(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙 = ∫

𝐵
𝑢5(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙.

上式左边记为𝐴,右边记为𝐵. 左边分部积分得到

𝐴 = ∫
𝐵
(𝜕𝑖𝑢)𝜕𝑖(𝑥𝑗𝜕𝑗𝑢) d𝒙 − ∫

𝜕𝐵
(𝜕𝑖𝑢)𝑁𝑖𝑥𝑗(𝜕𝑗𝑢) d𝑆𝒙 =∶ 𝐴1 + 𝐴2.

然后计算𝐴1，直接拆括号得到

𝐴1 = ∫
𝐵
(𝜕𝑖𝑢)[𝛿𝑖𝑗(𝜕𝑗𝑢) + 𝑥𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢)] d𝒙 = ∫

𝐵
|∇𝑢|2 d𝒙 + ∫

𝐵
𝜕𝑗 (

|∇𝑢|2

2 ) 𝑥𝑗 d𝒙

= (1 − 3
2) ∫𝐵

|∇𝑢|2 d𝒙 + ∫
𝜕𝐵𝑏

|∇𝑢|2

2 (𝑁(𝒙) ⋅ 𝒙) d𝑆𝒙.

现在我们来处理边界项，因为 𝑢|𝜕𝐵 = 0，所以∀𝒙 ∈ 𝜕𝐵，梯度向量 ∇𝑢(𝒙)必定平行于法向量 𝑁(𝒙)（因
为 𝑢|𝜕𝐵 = 0蕴含 𝑢 在边界上的切向导数为零），因此 ∇𝑢(𝒙) = ±|∇𝑢(𝒙)|𝑁(𝒙)。另一方面因为𝐵是单位球，
所以𝜕𝐵上有𝑁(𝒙) = 𝒙，从而 𝐴2 = −∫𝜕𝐵 |∇𝑢|

2|𝒙|2 d𝑆𝒙.
上述各式相加，我们得到

𝐴 = −12 ∫𝐵
|∇𝑢|2 d𝒙 − 1

2 ∫𝜕𝐵
|∇𝑢|2|𝒙|2 d𝑆𝒙 = −12 ∫𝐵

|∇𝑢|2 d𝒙 − 1
2 ∫𝜕𝐵

|||||||
𝜕𝑢
𝜕𝑁

|||||||

2
|𝒙|2 d𝑆𝒙

接下来我们再计算𝐵,分部积分得到

𝐵 ∶= ∫
𝐵
𝑢5𝑥𝑗(𝜕𝑗𝑢) d𝒙 = ∫

𝐵
𝜕𝑗 (

𝑢6

6 ) 𝑥𝑗 d𝒙 = −12 ∫𝐵
𝑢6 d𝒙.

而𝐴 = 𝐵，所以现在得到如下 Pohozaev恒等式

1
2 ∫𝐵

|∇𝑢|2 d𝒙 + 1
2 ∫𝜕𝐵

|||||||
𝜕𝑢
𝜕𝑁

|||||||

2
|𝒙|2 d𝑆𝒙 =

1
2 ∫𝐵

𝑢6 d𝒙.

再结合能量估计 ∫𝐵 |∇𝑢|
2 d𝒙 = ∫𝐵 𝑢

6 d𝒙我们得到 𝜕𝑢
𝜕𝑁
|𝜕𝐵 ≡ 0。但现在 𝑢 ⩾ 0且不恒为零，并满足 −∆𝑢 =

𝑢5 ⩾ 0 in 𝐵，据强极值原理得到 𝑢 > 0 in 𝐵（否则 𝑢在内部达到最小值，迫使 𝑢为常数）。现在再由 Hopf
引理，单位球边界上应有

𝜕𝑢
𝜕𝑁
|𝜕𝐵 < 0，矛盾。
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试题 4B (20分). 设正整数𝑚 ⩾ 1, 𝑑 ⩾ 2,定义各向异性Sobolev空间𝐻𝑚
∗ (ℝ𝑑

+), 𝐻
𝑚
∗∗(ℝ𝑑

+)如下

𝐻𝑚
∗ (ℝ𝑑

+) ∶=
{
𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑

+) ∶ ‖𝑓‖𝑚,∗ ∶=
∑

|𝛼|+2𝑘⩽𝑚
‖𝜕𝛼𝜕𝑘𝑑𝑓‖𝐿2(ℝ𝑑

+)
< ∞

}
, 𝐻0

∗(ℝ𝑑
+) = 𝐿2(ℝ𝑑

+),

𝐻𝑚
∗∗(ℝ𝑑

+) ∶=
{
𝑓 ∈ 𝐻𝑚

∗ (ℝ𝑑
+) ∶ 𝜕𝑑𝑓 ∈ 𝐻𝑚−1

∗ (ℝ𝑑
+),即‖𝑓‖𝑚,∗∗ ∶=

∑

|𝛼|+2𝑘⩽𝑚+1
|𝛼|⩽𝑚

‖𝜕𝛼𝜕𝑘𝑑𝑓‖𝐿2(ℝ𝑑
+)
< ∞

}
.

其中 𝜕𝛼 ∶= 𝜕𝛼11 ⋯𝜕𝛼𝑑−1𝑑−1 表示切向导数，|𝛼| ∶= 𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑑−1. 记 Tr是迹算子，且当𝑓 ∈ 𝐶(ℝ𝑑
+) ∩

𝐻𝑚
∗ (ℝ𝑑

+)时 Tr𝑓 = 𝑓|𝜕ℝ𝑑
+
. 证明如下结论：

(1) (12分)当𝑚 ⩾ 2时，Tr: 𝐻𝑚
∗ (ℝ𝑑

+) → 𝐻𝑚−1(𝜕ℝ𝑑
+)是有界线性算子；

(2) (8分)对任意正整数𝑚，Tr: 𝐻𝑚
∗∗(ℝ𝑑

+) → 𝐻𝑚− 1
2 (𝜕ℝ𝑑

+)是有界线性算子。

提示：思考为什么说迹定理的本质是Gauss–Green公式？本题可直接对光滑到边、且在无穷远
处速降的函数证明，不需写逼近过程。

解析. 本题是各向异性Sobolev空间的迹定理，证明方法是照葫芦画瓢模仿𝐻𝑠迹定理的证明。我们在

课堂上已经多次强调，迹定理本质就是反过来用 Gauss–Green公式（从边界返回内部）。这类各向
异性空间在处理高维双曲守恒律边值问题的能量估计时起到了关键作用，尤其是对具有特征边界条

件的情况，例如可压缩理想气体方程的固壁问题等等，使用标准 Sobolev空间 𝐻𝑚 有可能无法封闭

能量估计（例如理想磁流体方程组带完美电导体边界条件，这也是原始物理模型之一要求的边界条

件）。该类函数空间最早是在1982年由陈恕行院士提出使用，后来得到了广泛应用。

证明. (1)设 𝛽 ∈ ℕ𝑑 是多重指标，满足 |𝛽| ⩽ 𝑚 − 1和 𝛽𝑑 = 0，并不妨设 𝛽1 > 0. 注意到 𝜕ℝ𝑑
+的单位外法向

量是 𝑁 = (0,⋯ , 0, −1). 所以由Gauss–Green公式得到（注：𝐞1 = (1, 0⋯ , 0) ∈ ℕ𝑑）

‖Tr 𝑓‖2
𝐻𝑚−1(𝜕ℝ𝑑

+)
=

∑

|𝛽|⩽𝑚−1
∫
𝜕ℝ𝑑

+

|𝜕𝛽𝑓(𝒙′, 0)|2 d𝒙′ = −2
∑

|𝛽|⩽𝑚−1
∫
∞

0
∫
ℝ𝑑−1

(𝜕𝑑𝜕𝛽𝑓)(𝜕𝛽𝑓) d𝒙′ d𝑥𝑑

= 2
∑

|𝛽|⩽𝑚−1
∫
∞

0
∫
ℝ𝑑−1

(𝜕𝑑𝜕𝛽−𝐞1𝑓)(𝜕𝛽+𝐞1𝑓) d𝒙′ d𝑥𝑑 ⩽ 2‖𝑓‖2𝑚,∗.

(2)由Plancherel恒等式再分部积分直接可以算得答案

‖Tr 𝑓‖2
𝐻𝑚− 1

2 (𝜕ℝ𝑑
+)
= ∫

𝜕ℝ𝑑
+

⟨𝝃 ′⟩2𝑚−1|𝑓(𝝃 ′, 0)|2 d𝝃 ′

= − 2Re ∫
∞

0
∫
ℝ𝑑−1

(⟨𝝃 ′⟩𝑚𝑓(𝝃 ′, 𝑥𝑑)) (⟨𝝃
′⟩𝑚−1𝜕𝑥𝑑𝑓(𝝃

′, 𝑥𝑑)) d𝝃
′ d𝑥𝑑

= − 2∫
∞

0
∫
ℝ𝑑−1

⟨∇′⟩𝑚𝑓 𝜕𝑥𝑑⟨∇
′⟩𝑚−1𝑓 d𝒙′ d𝑥𝑑 ⩽ 2‖𝑓‖𝑚,∗‖𝜕𝑑𝑓‖𝑚−1,∗.
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请在试题5A和试题5B之中选取一题作答。

试题 5A (50分). 记半空间 Ω = {𝒙 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥1 > 0}. 设𝐛为常值向量，𝑔 ∈ 𝐶∞𝑐 (Ω)，对参数
𝜀 ∈ (0, 1]，考虑 ℝ2

+上的黏性对流–扩散方程初边值问题：

𝜕𝑡𝑢𝜀+𝐛⋅∇𝑢𝜀−𝜀∆𝑢𝜀 = 0 (𝑡 ∈ (0, 𝑇), 𝒙 ∈ Ω), 𝑢𝜀 = 0 (𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝒙 ∈ 𝜕Ω), 𝑢𝜀(0, 𝒙) = 𝑔(𝒙) (𝒙 ∈ Ω). (𝑃𝜀)

已知对任意 𝜀 > 0，(𝑃𝜀)存在充分光滑的解 𝑢𝜀. 再设𝑢(𝑡, 𝒙) = 𝑔(𝒙 − 𝑡𝐛)为如下传输方程的一个光滑解

𝜕𝑡𝑢 + 𝐛 ⋅ ∇𝑢 = 0 (𝑡 ∈ (0, 𝑇), 𝒙 ∈ Ω), 𝑢(0, 𝒙) = 𝑔(𝒙) (𝒙 ∈ Ω), (𝑃0)

其中𝑔 ∶= 𝑔𝟏Ω ∈ 𝐶∞𝑐 (ℝ2)是𝑔在ℝ2上的零延拓。

(1) (15分)设𝐛 = (1, 0)，证明如下结论：

(1a) (9分)存在不依赖𝜀的常数𝐶 > 0使得 sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡, ⋅)‖𝐻1(Ω) ⩽ 𝐶.

(1b) (6分) (𝑃0)的解满足 𝑢|𝜕Ω = 0，且存在不依赖𝜀的常数𝐶 > 0使得 sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡, ⋅) −

𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶𝜀.

(2) (35分，附加题)设𝐛 = (−1, 0)并记𝑎(𝑡, 𝑥2) = 𝑢(𝑡, 0, 𝑥2). 已知存在 𝑡0 ∈ (0, 𝑇)使得 𝑎(𝑡0, ⋅)不恒为
零。

(2a) (7分)证明： sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡, ⋅)‖𝐻1(Ω)不再关于𝜀一致有界。

(2b) (14分)证明：存在零阶校正 𝜃0使得逼近解 𝑢𝜀app,0(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∶= 𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) + 𝜃0(𝑡, 𝑥1∕𝜀, 𝑥2)满
足

𝑢𝜀app,0(𝑡, 0, 𝑥2) ≡ 0, sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡, ⋅) − 𝑢𝜀app,0(𝑡, ⋅)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶
√
𝜀,

其中这个𝐶 > 0不依赖𝜀.

(2c) (14分) 是否存在一阶逼近解𝑢𝜀app,1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)，它仅依赖𝑢和(2b)中的零阶校正函数 𝜃0 (及其
导数)而不依赖𝑢𝜀，并满足

𝑢𝜀app,1(𝑡, 0, 𝑥2) ≡ 0, sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡, ⋅) − 𝑢𝜀app,1(𝑡, ⋅)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶𝜀?

其中这个𝐶 > 0不依赖𝜀. 证明你的结论。

提示：(2c)仍然需要加入含有“快变量”𝑧 ∶= 𝑥1∕𝜀的一阶校正函数，思考该校正项的尺
度关于 𝜀应该有怎样的阶？



7

解析. 本题改编自作业三的第5题，原题是 Neumann边界条件，对应弱边界层，即 𝑢𝜀收敛但是 𝜕1𝑢𝜀

的边值在取无黏极限时出现不匹配。本题则换成了 Dirichlet 边界条件，第(1)问的情况不出现边界
层，标准的能量估计即可完成证明；而第(2)问改变入流方向后则会出现𝑢𝜀自身的边值取无黏极限后
不匹配的情况，也就是强边界层。本题的附加部分就是通过边界层渐近展开找出校正函数，以求得

完整的无黏极限。

证明. (1)记ℒ𝜀 ∶= 𝜕𝑡 + 𝐛 ⋅ ∇ − 𝜀∆.
(1a)设 𝐛 = (1, 0)。先乘以 𝑢𝜀积分，由 𝑢𝜀|𝜕Ω = 0得

1
2
d
d𝑡
‖𝑢𝜀‖2𝐿2(Ω) + 𝜀‖∇𝑢𝜀‖2𝐿2(Ω) = 0 ⇐⇒ sup

𝑡∈[0,𝑇]
‖𝑢𝜀(𝑡)‖𝐿2 ⩽ ‖𝑔‖𝐿2 .

再将方程两边乘以 −∆𝑢𝜀并积分。因为切向导数 𝜕𝑡𝑢𝜀 = 𝜕2𝑢𝜀 = 0 on 𝜕Ω，所以

1
2
d
d𝑡
‖∇𝑢𝜀‖2𝐿2 +

1
2 ∫𝜕Ω

|𝜕1𝑢𝜀|2 d𝑆 + 𝜀‖∆𝑢𝜀‖2𝐿2 = 0, ⇐⇒ sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖∇𝑢𝜀(𝑡)‖𝐿2 ⩽ ‖∇𝑔‖𝐿2 .

如上两式相加即得：存在不依赖 𝜀的常数 𝐶 > 0，使得

sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡)‖𝐻1(Ω) ⩽ 𝐶.

(1b)由于 𝑔在 𝑥1 ⩽ 0附近为零，故 𝑢(𝑡, 0, 𝑥2) = 𝑔(−𝑡, 𝑥2) = 0. 令 𝑤𝜀 = 𝑢𝜀 − 𝑢，则由 𝑢的方程可得

𝜕𝑡𝑤𝜀 + 𝜕1𝑤𝜀 − 𝜀∆𝑤𝜀 = 𝜀∆𝑢, 𝑤𝜀|𝜕Ω = 0, 𝑤𝜀(0) = 0.

乘以 𝑤𝜀并积分，得

1
2
d
d𝑡
‖𝑤𝜀‖2𝐿2 + 𝜀‖∇𝑤𝜀‖2𝐿2 = 𝜀 ∫

Ω
∆𝑢𝑤𝜀 d𝒙 ⩽ 𝜀‖∆𝑢‖𝐿2‖𝑤𝜀‖𝐿2 ⇐⇒ d

d𝑡
‖𝑤𝜀(𝑡)‖𝐿2 ⩽ 𝜀‖∆𝑢(𝑡)‖𝐿2 .

由 𝑤𝜀(0) = 0，代入 𝑢的表达式得 ‖𝑤𝜀(𝑡)‖𝐿2 ⩽ 𝜀 ∫ 𝑡0 ‖∆𝑢(𝑠)‖𝐿2 d𝑠 ⩽ 𝐶𝜀，其中 𝐶 > 0依赖 𝑔, 𝑇但不依赖 𝜀。故

sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡) − 𝑢(𝑡)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶𝜀.

(2) 本题实际上可以用(2b)反过来证明(2a)，但是这么做的前提是你得先证明(2b)，否则不得分。此时
𝐛 = (−1, 0).则黏性问题写作

𝜕𝑡𝑢𝜀 − 𝜕1𝑢𝜀 − 𝜀∆𝑢𝜀 = 0 in (0, 𝑇) × Ω, 𝑢𝜀|𝜕Ω = 0, 𝑢𝜀|𝑡=0 = 𝑔.

由题中无黏解的定义可知 𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1 + 𝑡, 𝑥2)，因此 𝑎(𝑡, 𝑥2) = 𝑢(𝑡, 0, 𝑥2) = 𝑔(𝑡, 𝑥2).今已知 𝑡0 ∈ (0, 𝑇)
使得 𝑎(𝑡0, ⋅)不恒为零，于是存在开区间 𝐼 ⊂ (0, 𝑇)使得 ‖𝑎(𝑡, ⋅)‖𝐿2(ℝ𝑥2 )

> 0对任意 𝑡 ∈ 𝐼成立。
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(2a) 反证法，假设 sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡, ⋅)‖𝐻1(Ω) 关于 𝜀 一致有界，则存在常数 𝐶 > 0 使得对任何子列 𝜀𝑗 → 0

有 sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀𝑗 (𝑡, ⋅)‖𝐻1(Ω) ⩽ 𝐶. 又因为 𝑢𝜀𝑗 |𝜕Ω = 0, 所以 𝑢𝜀𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇;𝐻1
0(Ω)) 且在该空间中一致有界。于

是存在子列(仍记为 𝑢𝜀𝑗 )以及极限函数 𝑣 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇;𝐻1
0(Ω)) 使得 𝑢𝜀𝑗

∗
,⇀ 𝑣 in 𝐿∞(0, 𝑇;𝐻1

0(Ω))，由迹定理知
Tr 𝑣(𝑡, ⋅) = 0对 a.e. 𝑡 ∈ (0, 𝑇)成立。
接下来证明 𝑣必须等于无黏解 𝑢。任取 𝜑 ∈ 𝐶∞𝑐 ([0, 𝑇) ×Ω)，注意 Spt𝜑(𝑡, ⋅) ⋐ Ω，故分部积分时没有空

间边界项。由黏性方程可得

∫
𝑇

0
∫
Ω
𝑢𝜀𝑗

(
−𝜕𝑡𝜑 + 𝜕1𝜑

)
d𝒙 d𝑡 − ∫

Ω
𝑔(𝒙)𝜑(0, 𝒙) d𝒙 + 𝜀𝑗 ∫

𝑇

0
∫
Ω
∇𝑢𝜀𝑗 ⋅ ∇𝜑 d𝒙d𝑡 = 0.

令𝑗 → ∞，由𝐻1一致有界性知上式第三项趋于零，从而

∫
𝑇

0
∫
Ω
𝑣
(
−𝜕𝑡𝜑 + 𝜕1𝜑

)
d𝒙 d𝑡 − ∫

Ω
𝑔(𝒙)𝜑(0, 𝒙) d𝒙 = 0.

这说明 𝑣是传输方程 𝜕𝑡𝑣 − 𝜕1𝑣 = 0, 𝑣(0, 𝒙) = 𝑔在(0, 𝑇) × Ω中的弱解。由于此时边界 𝑥1 = 0为出流边界，
该传输方程初值可以唯一确定解，且显式解为 𝑣(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1 + 𝑡, 𝑥2) = 𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2).因此

Tr 𝑣(𝑡, 𝑥2) = 𝑣(𝑡, 0, 𝑥2) = 𝑢(𝑡, 0, 𝑥2) = 𝑎(𝑡, 𝑥2) = 0, for a.e. 𝑡 ∈ (0, 𝑇).

这与 ‖𝑎(𝑡, ⋅)‖𝐿2(ℝ𝑥2 )
> 0, (𝑡 ∈ 𝐼)矛盾。

(2b)这一问是零阶边界层校正，记 ℒ𝜀 = 𝜕𝑡 − 𝜕1 − 𝜀∆，传输方程解为

𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1 + 𝑡, 𝑥2), 𝑎(𝑡, 𝑥2) = 𝑢(𝑡, 0, 𝑥2) = 𝑔(𝑡, 𝑥2).

引入快变量 𝑧 = 𝑥1
𝜀
，若 𝜃 = 𝜃(𝑡, 𝑧, 𝑥2)，则

ℒ𝜀𝜃 = 𝜕𝑡𝜃 − 𝜀𝜕22𝜃 −
1
𝜀 (𝜕𝑧𝜃 + 𝜕2𝑧𝜃).

为消去最高阶 𝜀−1项，我们需要 𝜃0满足

𝜕2𝑧𝜃0 + 𝜕𝑧𝜃0 = 0, 𝜃0(𝑡, 0, 𝑥2) = −𝑎(𝑡, 𝑥2), 𝜃0(𝑡, 𝑧, 𝑥2) → 0 (𝑧 → +∞).

求解该常微分方程，算出零阶校正函数为 𝜃0(𝑡, 𝑧, 𝑥2) = −𝑎(𝑡, 𝑥2)𝑒−𝑧.
现在我们定义零阶逼近解 𝑢𝜀app,0(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∶= 𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) + 𝜃0

(
𝑡, 𝑥1

𝜀
, 𝑥2

)
，则据定义即可算出该函数边值

是零、初值是𝑔。接下来估计收敛速率，由于 𝑢满足 𝜕𝑡𝑢 − 𝜕1𝑢 = 0，所以ℒ𝜀𝑢 = −𝜀∆𝑢.又由 𝜕2𝑧𝜃0 +𝜕𝑧𝜃0 = 0
得 ℒ𝜀𝜃0 = 𝜕𝑡𝜃0 − 𝜀𝜕22𝜃0.因此

𝑅𝜀0 ∶= ℒ𝜀𝑢𝜀app,0 = −𝜀∆𝑢 + 𝜕𝑡𝜃0 (𝑡,
𝑥1
𝜀 , 𝑥2) − 𝜀𝜕22𝜃0 (𝑡,

𝑥1
𝜀 , 𝑥2) .
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其中 ‖‖‖‖‖‖‖
𝜕𝑡𝜃0 (𝑡,

𝑥1
𝜀 , 𝑥2)

‖‖‖‖‖‖‖𝐿2(Ω)
= 𝜀1∕2‖𝜕𝑡𝜃0(𝑡, 𝑧, 𝑥2)‖𝐿2(ℝ+×ℝ) ⩽ 𝐶

√
𝜀,

而其余项为 𝑂(𝜀)或 𝑂(𝜀3∕2)，故 ‖𝑅𝜀0(𝑡)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶
√
𝜀.

现在令 𝑤𝜀
0 = 𝑢𝜀 − 𝑢𝜀app,0，则

ℒ𝜀𝑤𝜀
0 = −𝑅𝜀0, 𝑤𝜀

0|𝜕Ω = 0, 𝑤𝜀
0(0) = 0.

直接作能量估计得到

1
2
d
d𝑡
‖𝑤𝜀

0‖
2
𝐿2 + 𝜀‖∇𝑤𝜀

0‖
2
𝐿2 ⩽ ‖𝑅𝜀0‖𝐿2‖𝑤

𝜀
0‖𝐿2 ⇐⇒ d

d𝑡
‖𝑤𝜀

0(𝑡)‖𝐿2 ⩽ ‖𝑅𝜀0(𝑡)‖𝐿2 ⩽ 𝐶
√
𝜀.

由 𝑤𝜀
0(0) = 0，得到 sup

𝑡∈[0,𝑇]
‖𝑢𝜀(𝑡) − 𝑢𝜀app,0(𝑡)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶

√
𝜀.

(2c)我们先假设存在这样的一阶逼近，然后看一阶校正函数满足的方程是否有解。由 (2b)零阶残差中
的主项是 𝜕𝑡𝜃0，其 𝐿2尺度是

√
𝜀；要改善到 𝑂(𝜀)，需要加入尺度为 𝜀的一阶边界层校正。令

𝑢𝜀app,1 ∶= 𝑢 + 𝜃0 (𝑡,
𝑥1
𝜀 , 𝑥2) + 𝜀𝜃1 (𝑡,

𝑥1
𝜀 , 𝑥2) ,

首先计算 ℒ𝜀(𝜀𝜃1) = 𝜀𝜕𝑡𝜃1 − 𝜕𝑧𝜃1 − 𝜕2𝑧𝜃1 − 𝜀2𝜕22𝜃1，因此一阶逼近解 𝑢𝜀app,1满足

ℒ𝜀𝑢𝜀app,1 = 𝜕𝑡𝜃0 − (𝜕2𝑧𝜃1 + 𝜕𝑧𝜃1) − 𝜀∆𝑢 − 𝜀𝜕22𝜃0 + 𝜀𝜕𝑡𝜃1 − 𝜀2𝜕22𝜃1,

为了消去 𝑂(1)主项（也就是(2b)中导致收敛速率只有 𝑂(
√
𝜀)的 𝜕𝑡𝜃0项），我们要求一阶校正函数 𝜃1满足

𝜕2𝑧𝜃1 + 𝜕𝑧𝜃1 = 𝜕𝑡𝜃0, 𝜃1(𝑡, 0, 𝑥2) = 0, 𝜃1(𝑡, 𝑧, 𝑥2) → 0 (𝑧 → +∞).

由于 𝜃0 = −𝑎𝑒−𝑧，所以 𝜕𝑡𝜃0 = −𝜕𝑡𝑎𝑒−𝑧，求解如上常微分方程得到如下满足条件的显式解 𝜃1(𝑡, 𝑧, 𝑥2) =
𝜕𝑡𝑎(𝑡, 𝑥2)𝑧𝑒−𝑧，于是 𝑢𝜀app,1(𝑡, 0, 𝑥2) = 𝑎(𝑡, 𝑥2) − 𝑎(𝑡, 𝑥2) + 𝜀𝜃1(𝑡, 0, 𝑥2) = 0.又由于 𝑔 ∈ 𝐶∞𝑐 (Ω)在边界附近为
零，𝑎(0) = 𝑎𝑡(0) = 0，故 𝑢𝜀app,1(0) = 𝑔。
现在估计𝑂(𝜀)收敛速率，计算可得

ℒ𝜀𝑢𝜀app,1 = −𝜀∆𝑢 + 𝜕𝑡𝜃0 − 𝜀𝜕22𝜃0 + 𝜀𝜕𝑡𝜃1 − (𝜕𝑧𝜃1 + 𝜕2𝑧𝜃1) − 𝜀2𝜕22𝜃1 = −𝜀∆𝑢 − 𝜀𝜕22𝜃0 + 𝜀𝜕𝑡𝜃1 − 𝜀2𝜕22𝜃1.

这里所有 𝜃𝑗 均取值于 (𝑡, 𝑥1∕𝜀, 𝑥2)。由 𝑧𝑒−𝑧 及其导数的平方可积性可得 ‖ℒ𝜀𝑢𝜀app,1(𝑡)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶𝜀. 令 𝑤𝜀
1 =

𝑢𝜀 − 𝑢𝜀app,1，则 𝑤𝜀
1满足零边值条件和零初值，并且 ℒ𝜀𝑤𝜀

1 = −ℒ𝜀𝑢𝜀app,1.作 𝐿2能量估计即得

d
d𝑡
‖𝑤𝜀

1(𝑡)‖𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀 ⇐⇒ sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢𝜀(𝑡) − 𝑢𝜀app,1(𝑡)‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶𝜀.



10

试题 5B (50分). 考虑一维散焦cubic NLS，其中 𝑢 ∶ [0, 𝑇) × ℝ → ℂ是未知函数，𝐢 =
√
−1是虚数单

位。

𝐢𝜕𝑡𝑢 + 𝜕2𝑥𝑢 = |𝑢|2𝑢 (𝑡 ∈ (0, 𝑇), 𝑥 ∈ ℝ), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ ℝ). (NLS)

(1) (15分)设初值𝑢0 ∈ 𝐻1(ℝ) ∩ 𝐻0,1(ℝ) ∶= {𝑓 ∈ 𝐻1(ℝ) ∶ 𝑥𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ)}. 已知存在仅依赖‖𝑢0‖𝐻1的时

间 𝑇 > 0使得 (NLS)存在唯一解 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇];𝐻1(ℝ)).

(1a) (10分)证明：该局部解满足 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇];𝐻1 ∩ 𝐻0,1).

(1b) (5分)设𝑇∗ > 0为极大存在时间，证明：若𝑇∗ < ∞，则lim sup
𝑡↗𝑇∗

[
‖𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐻1 + ‖𝑥𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2

]
=

+∞.

提示：推导𝑣(𝑡, 𝑥) ∶= 𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)满足的非线性Schrödinger方程，然后对𝑣作𝐿2能量估计。本题不
需要使用Strichartz估计。

(2) (35分，附加题)设存在0 < 𝜀 ≪ 1使得0 < ‖𝑢0‖𝐻1 + ‖𝑥𝑢0‖𝐿2 < 𝜀，且已知此时(NLS)在𝐻1(ℝ) ∩
𝐻0,1(ℝ)中有整体解。再定义 𝑓(𝑡, 𝑥) ∶= 𝑒−𝐢𝑡𝜕2𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) (即 𝑓(𝑡, 𝜉) = 𝑒𝐢𝑡𝜉2 𝑢̂(𝑡, 𝜉))，且已知存在常
数𝑐 ≠ 0, 𝛿 > 0, 𝐶 > 0使得对任意𝑡 ⩾ 1成立

𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝜉) = −𝐢𝑐𝑡−1|𝑓(𝑡, 𝜉)|2𝑓(𝑡, 𝜉) + 𝑅(𝑡, 𝜉), ‖𝑅(𝑡, ⋅)‖𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀3𝑡−1−𝛿, |𝑓(𝑡, 𝜉)| ⩽ 𝐶𝜀.

(2a) (7分)定义非线性相位 Φ(𝑡, 𝜉) ∶= −𝑐 ∫ 𝑡1 𝑠
−1|𝑓(𝑠, 𝜉)|2 d𝑠以及 𝑔(𝑡, 𝜉) ∶= 𝑓(𝑡, 𝜉)𝑒−𝐢Φ(𝑡,𝜉). 证明：

存在 𝑔+ ∈ 𝐿2(ℝ)使得 lim
𝑡→+∞

‖𝑔(𝑡, ⋅) − 𝑔+‖𝐿2𝜉(ℝ) = 0.

(2b) (21分)证明：存在不恒为零的𝑊+ ∈ 𝐿2(ℝ)使得

lim
𝑡→+∞

‖𝑓(𝑡, 𝜉) −𝑊+(𝜉) exp(−𝐢𝑐|𝑊+(𝜉)|2 log 𝑡)‖𝐿2𝜉 = 0.

进而存在逼近解 𝑢app(𝑡, 𝑥)使得 lim
𝑡→+∞

‖𝑢(𝑡, ⋅) − 𝑢app(𝑡, ⋅)‖𝐿2𝑥(ℝ) = 0.

(2c) (7分)用(2b)证明：不存在 𝑢+ ∈ 𝐿2(ℝ)使得 lim
𝑡→+∞

‖𝑢(𝑡, ⋅) − 𝑒𝐢𝑡𝜕2𝑥𝑢+‖𝐿2𝑥(ℝ) = 0.

注：‖𝑢0‖𝐻1 + ‖𝑥𝑢0‖𝐿2 ≪ 1主要是为了保证(2)中给出的那些已知的估计是成立的。
提示：(2b)可以先证明∫ 𝑡1 𝑠

−1(|𝑓(𝑠, 𝜉)|2−|𝑔+(𝜉)|2) d𝑠在适当意义下收敛，然后把收敛的相位修正
吸收到𝑊+中。(2c)也可以直接证明，而不依赖(2b).

解析. 本题是色散方程中的著名实例：一维cubic NLS具有小初值整体解，但没有线性散射，只有长
程散射 (modified scattering). 关于cubic NLS，我们上课讲了二维情况（质量临界），作业四的第8题
是三维情况（能量次临界），这二者都需要借助 Strichartz估计来求解；而一维情况因为 𝐻1 → 𝐿∞，
所以求解方程直接在 𝐻1 中完成即可。而线性散射在一维情况不成立的原因，是线性Schrödinger的
𝐿∞衰减率为 𝑂(1∕𝑡𝑑∕2)，所以cubic项的 𝐿2至多只有 𝑂(1∕𝑡𝑑)衰减，在 𝑑 = 1时它关于 𝑡不可积且会



11

产生 𝑂(log 𝑡)的增长，这也是附加题 (2b)里面 log 𝑡相位的由来。证明长程散射所需的调和分析结论
已经全部打包为已知的不等式，因此本题是一个纯粹考PDE的题目。
本题考虑的cubic NLS长程散射可以视作一个model problem，它的思想被用于多个著名工作，

代表之一就是 Ionescu–Pusateri 证明二维不可压缩重力水波方程小初值整体解的著名结果 (Invent.
Math. 2015)，他们正是借用 modified scattering的想法，把邬似珏教授证明的首个长时间适定性结
果（almost global well-posedness, Invent. Math. 2009）做到整体解。

证明. (1a)令 𝑣(𝑡, 𝑥) ∶= 𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)代入 NLS方程得到 𝑣满足的方程为 𝐢𝜕𝑡𝑣 + 𝜕2𝑥𝑣 = |𝑢|2𝑣 + 2𝜕𝑥𝑢. 对 𝑣作 𝐿2能
量估计。因为 |𝑢|2是实值函数，线性 Schrödinger主部和势能项均不贡献 𝐿2实部，故

d
d𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝜕𝑥𝑢(𝑡)‖𝐿2‖𝑣(𝑡)‖𝐿2 .

由于已知 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇];𝐻1)，右端在 [0, 𝑇]上有界，于是

sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑥𝑢(𝑡)‖𝐿2 ⩽ ‖𝑥𝑢0‖𝐿2 + 𝐶𝑇 sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑢(𝑡)‖𝐻1 < ∞.

据Duhamel原理 𝑣(𝑡) = 𝑒𝐢𝑡𝜕2𝑥𝑣(0)−𝐢 ∫ 𝑡0 𝑒
𝐢(𝑡−𝑠)𝜕2𝑥

(
|𝑢|2𝑣 + 2𝜕𝑥𝑢

)
(𝑠) d𝑠以及𝐻1(ℝ) → 𝐿∞(ℝ)可得 𝑣 ∈ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐿2)。

因此 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇];𝐻1 ∩ 𝐻0,1).
(1b)若 𝑇∗ < ∞而 lim sup

𝑡↗𝑇∗

(
‖𝑢(𝑡)‖𝐻1 + ‖𝑥𝑢(𝑡)‖𝐿2

)
< ∞. 则 ‖𝑢(𝑡)‖𝐻1 在 𝑡 ↗ 𝑇∗ 时有界。由题设，局部

存在时间只依赖 ‖𝑢(𝑡0)‖𝐻1，因此可从充分接近𝑇∗的 𝑡0重新以 𝑢(𝑡0)为初值求解，并把解延拓到𝑇∗之后。又
由(1a)，加权范数也在新的局部时间内保持有限。这与𝑇∗的极大性矛盾。因此 lim sup

𝑡↗𝑇∗

[
‖𝑢(𝑡)‖𝐻1 + ‖𝑥𝑢(𝑡)‖𝐿2

]
=

+∞.
(2a)由定义

Φ(𝑡, 𝜉) = −𝑐 ∫
𝑡

1
𝑠−1|𝑓(𝑠, 𝜉)|2 d𝑠, 𝑔(𝑡, 𝜉) ∶= 𝑓(𝑡, 𝜉)𝑒−𝐢Φ(𝑡,𝜉).

注意 𝜕𝑡Φ = −𝑐𝑡−1|𝑓|2，所以直接计算的得到

𝜕𝑡𝑔 =
(
𝜕𝑡𝑓 − 𝐢(𝜕𝑡Φ)𝑓

)
𝑒−𝐢Φ =

(
−𝐢𝑐𝑡−1|𝑓|2𝑓 + 𝑅 + 𝐢𝑐𝑡−1|𝑓|2𝑓

)
𝑒−𝐢Φ = 𝑅(𝑡, 𝜉)𝑒−𝐢Φ(𝑡,𝜉).

于是 ‖𝜕𝑡𝑔(𝑡)‖𝐿2𝜉 = ‖𝑅(𝑡)‖𝐿2𝜉 ⩽ 𝐶𝜀3𝑡−1−𝛿，右端在 [1,∞) 上可积，所以 𝑔(𝑡) 在 𝐿2𝜉 中是 Cauchy 的。故存在
𝑔+ ∈ 𝐿2(ℝ)，使得 lim

𝑡→∞
‖𝑔(𝑡) − 𝑔+‖𝐿2𝜉 = 0，并且由积分估计还得到收敛速度 ‖𝑔(𝑡) − 𝑔+‖𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀3𝑡−𝛿,

此外由 |𝑔(𝑡, 𝜉)| = |𝑓(𝑡, 𝜉)| ⩽ 𝐶𝜀，可取子列得到 |𝑔+(𝜉)| ⩽ 𝐶𝜀对 a.e. 𝜉 ∈ ℝ成立。
(2b)因为 |𝑔| = |𝑓|，由上面的收敛速度和 𝐿∞界可得

‖‖‖‖|𝑔(𝑡)|
2 − |𝑔+|2

‖‖‖‖𝐿2 ⩽ (‖𝑔(𝑡)‖𝐿∞ + ‖𝑔+‖𝐿∞)‖𝑔(𝑡) − 𝑔+‖𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀4𝑡−𝛿.
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因此存在 Ψ+(𝑡, ⋅) ∈ 𝐿2𝜉 使得 Ψ(𝑡, 𝜉) ∶= −𝑐 ∫ 𝑡1 𝑠
−1 (|𝑔(𝑠, 𝜉)|2 − |𝑔+(𝜉)|2

)
d𝑠

𝐿2𝜉(ℝ)
,,,,,→ Ψ+(𝑡, 𝜉). 另一方面，我们有

Φ(𝑡, 𝜉) = −𝑐|𝑔+(𝜉)|2 log 𝑡 + Ψ(𝑡, 𝜉)，而由 𝑔 = 𝑓𝑒−𝐢Φ得 𝑓 = 𝑔𝑒𝐢Φ，于是

𝑓(𝑡, 𝜉) = 𝑔(𝑡, 𝜉)𝑒𝐢Ψ(𝑡,𝜉) exp
(
−𝐢𝑐|𝑔+(𝜉)|2 log 𝑡

)
.

定义𝑊+(𝜉) ∶= 𝑔+(𝜉)𝑒𝐢Ψ+(𝜉)，则 |𝑊+| = |𝑔+|，并且

‖‖‖‖‖𝑓(𝑡) −𝑊+ exp
(
−𝐢𝑐|𝑊+|2 log 𝑡

)‖‖‖‖‖𝐿2 =
‖‖‖‖𝑔(𝑡)𝑒

𝐢Ψ(𝑡) − 𝑔+𝑒𝐢Ψ+‖‖‖‖𝐿2

⩽‖𝑔(𝑡) − 𝑔+‖𝐿2 + ‖𝑔+‖𝐿∞‖𝑒𝐢Ψ(𝑡) − 𝑒𝐢Ψ+‖𝐿2 ⩽ ‖𝑔(𝑡) − 𝑔+‖𝐿2 + 𝐶𝜀‖Ψ(𝑡) − Ψ+‖𝐿2 → 0.

这就证明了

lim
𝑡→∞

‖‖‖‖‖𝑓(𝑡, 𝜉) −𝑊+(𝜉) exp
(
−𝐢𝑐|𝑊+(𝜉)|2 log 𝑡

)‖‖‖‖‖𝐿2𝜉
= 0.

下面说明𝑊+不恒为零。这样的 NLS具有质量守恒 ‖𝑢(𝑡)‖𝐿2 = ‖𝑢0‖𝐿2 . 因为 ‖𝑢0‖𝐿2 > 0，所以

‖𝑔(𝑡)‖𝐿2𝜉 = ‖𝑓(𝑡)‖𝐿2𝜉 = ‖𝑢(𝑡)‖𝐿2𝑥 = ‖𝑢0‖𝐿2𝑥 > 0.

令 𝑡 → ∞得 ‖𝑔+‖𝐿2 = ‖𝑢0‖𝐿2 > 0，因此𝑊+不恒为零。

今通过Fourier变换来定义逼近解 𝑢app如下

𝑢app(𝑡, 𝜉) ∶= 𝑒−𝐢𝑡𝜉2𝑊+(𝜉) exp
(
−𝐢𝑐|𝑊+(𝜉)|2 log 𝑡

)
.

由于 𝑢(𝑡, 𝜉) = 𝑒−𝐢𝑡𝜉2𝑓(𝑡, 𝜉)，据 Plancherel定理立刻得到 lim
𝑡→∞

‖𝑢(𝑡) − 𝑢app(𝑡)‖𝐿2𝑥 = 0.

(2c)反证法，假设存在 𝑢+ ∈ 𝐿2(ℝ)使得 ‖𝑢(𝑡) − 𝑒𝐢𝑡𝜕2𝑥𝑢+‖𝐿2𝑥 → 0，则对两边作用 𝑒−𝐢𝑡𝜕2𝑥，由酉算子的性质
得 ‖𝑓(𝑡) − 𝑢+‖𝐿2𝑥 → 0，进而 ‖𝑓(𝑡) − 𝑢+‖𝐿2𝜉 → 0. 由(2b)知函数族𝐻(𝑡, 𝜉) ∶= 𝑊+(𝜉) exp

(
−𝐢𝑐|𝑊+(𝜉)|2 log 𝑡

)
也

必须在 𝐿2𝜉 中收敛。
下面说明这不可能发生，事实上由于 |𝑊+(𝜉)| ⩽ 𝐶𝜀 a.e. 成立，所以我们可以取 𝜆 ≠ 1但足够接近 1使

得 0 < |𝑐|‖𝑊+‖2𝐿∞| log 𝜆| < 2𝜋.若𝐻(𝑡)在 𝐿2中收敛，则应有 ‖𝐻(𝜆𝑡) − 𝐻(𝑡)‖𝐿2 → 0. 然而直接计算得

‖𝐻(𝜆𝑡) − 𝐻(𝑡)‖2𝐿2 = ∫
ℝ
|𝑊+(𝜉)|2

|||||𝑒
−𝐢𝑐|𝑊+(𝜉)|2 log 𝜆 − 1

|||||
2
d𝜉.

右端与 𝑡无关。今选取 𝜆使得𝑊+(𝜉) ≠ 0，这样的话
|||||𝑒
−𝐢𝑐|𝑊+(𝜉)|2 log 𝜆 − 1

||||| > 0，但是𝑊+ 不恒为零，所以该

积分严格大于零，这与 ‖𝐻(𝜆𝑡) − 𝐻(𝑡)‖𝐿2 → 0矛盾。


