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中国科学技术大学
2026–2027学年第一学期常微分方程课堂测验参考解答

考试时间：2026年09月28日 16:00–17:20 试卷总分： 50分

试题 1 (20分). 计算题

(1) (10分)证明：方程 𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡)1∕5, 𝑥(0) = 0在 ℝ上有无穷多个 𝐶1的解。
(2) (10分)求解 𝑥′(𝑡) = −𝑥2(𝑡) − 1

4𝑡2
, 𝑥(1) = 0, 𝑡 > 0，并写出极大存在区间。

提示：先找特解 𝑥𝑝(𝑡) = 𝐶∕𝑡，然后令 𝑥(𝑡) = 𝑥𝑝(𝑡) +
1
𝑦(𝑡)
去求解 𝑦(𝑡)。

解. (1)对任意 𝑐 ⩾ 0，定义

𝑥𝑐(𝑡) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

0, 𝑡 ⩽ 𝑐,

(45)
5∕4

(𝑡 − 𝑐)5∕4, 𝑡 > 𝑐.

显然 𝑥𝑐在 𝑡 ≠ 𝑐时为 𝐶1函数。只需检查连接点 𝑡 = 𝑐。当 𝑡 > 𝑐时，𝑥′𝑐(𝑡) =
( 4
5

)1∕4
(𝑡−𝑐)1∕4，故 lim

𝑡↓𝑐
𝑥′𝑐(𝑡) = 0；

而在 𝑡 < 𝑐时 𝑥′𝑐(𝑡) = 0。因此 𝑥′𝑐(𝑐) = 0，从而 𝑥𝑐 ∈ 𝐶1(ℝ)。

当 𝑡 ⩽ 𝑐时，𝑥′𝑐(𝑡) = 0 = 𝑥𝑐(𝑡)1∕5；当 𝑡 > 𝑐时，𝑥𝑐(𝑡)1∕5 =
( 4
5

)1∕4
(𝑡 − 𝑐)1∕4 = 𝑥′𝑐(𝑡).在 𝑡 = 𝑐处等式也

成立，因为两边都等于 0。又由于 𝑐 ⩾ 0，有 𝑥𝑐(0) = 0。因此每个 𝑐 ⩾ 0都给出原初值问题在 ℝ上的一个
𝐶1 解。不同的 𝑐给出的解彼此不同，所以解有无穷多个。（事实上，在离开零解以后也可以取负号，从而
还可构造更多解。）

(2)先寻找形如 𝑥𝑝(𝑡) = 𝐶∕𝑡的特解。代入方程得到 −𝐶∕𝑡2 = −𝐶2∕𝑡2 − 1∕(4𝑡2)，即 𝐶2 − 𝐶 + 1∕4 = 0，所以
𝐶 = 1∕2。因此 𝑥𝑝(𝑡) = 1∕(2𝑡)是一个特解。
令 𝑥(𝑡) = 1

2𝑡
+ 1

𝑦(𝑡)
。则

𝑥′(𝑡) = − 1
2𝑡2

−
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)2

,

而

−𝑥(𝑡)2 − 1
4𝑡2

= −( 12𝑡 +
1
𝑦)

2
− 1
4𝑡2

= − 1
2𝑡2

− 1
𝑡𝑦 −

1
𝑦2
.

比较两式并乘以 𝑦2，得到 𝑦′ = 𝑦∕𝑡 + 1，即 𝑦′ − 𝑦∕𝑡 = 1。由于 𝑡 > 0，乘以积分因子 1∕𝑡后有 (𝑦∕𝑡)′ = 1∕𝑡，
故 𝑦∕𝑡 = ln 𝑡 + 𝐶，也就是 𝑦 = 𝑡(ln 𝑡 + 𝐶)。
由初值 𝑥(1) = 0得 0 = 1∕2 + 1∕𝑦(1) = 1∕2 + 1∕𝐶，所以 𝐶 = −2。因此

𝑥(𝑡) = 1
2𝑡 +

1
𝑡(ln 𝑡 − 2)

= ln 𝑡
2𝑡(ln 𝑡 − 2)

.

该式在 𝑡 = 1附近有定义，并在 𝑡 = 𝑒2处发生奇性；另一方面，原方程只在 𝑡 > 0上讨论。因此包含初始时
刻 𝑡 = 1的极大存在区间为 (0, 𝑒2)。
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试题 2 (12分). 求解一阶线性方程组的初值问题 d𝒙
d𝑡

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 4
5 −1 0
4 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙, 𝒙(0) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
3
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

本题特征值、特征向量的数字较简单。如果你算出带根号或者有虚特征值，那肯定算错了。

解法一：计算特征向量和根向量. 记题中的系数矩阵为 𝐴。先求特征多项式：

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜆 − 1 1 −4
−5 𝜆 + 1 0
−4 0 𝜆

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= (𝜆 − 4)(𝜆 + 2)2.

所以特征值为 4和 −2，其中 −2的代数重数为 2。
对 𝜆 = 4，方程 (𝐴 − 4𝐼)𝒙 = 0为 −3𝑥1 − 𝑥2 + 4𝑥3 = 0，5𝑥1 − 5𝑥2 = 0，4𝑥1 − 4𝑥3 = 0。后两式给出

𝑥2 = 𝑥1、𝑥3 = 𝑥1，第一式自动成立，所以可取特征向量
[
1 1 1

]⊤
。

对 𝜆 = −2，方程 (𝐴+2𝐼)𝒙 = 0为 3𝑥1−𝑥2+4𝑥3 = 0，5𝑥1+𝑥2 = 0，4𝑥1+2𝑥3 = 0。由后两式 𝑥2 = −5𝑥1、

𝑥3 = −2𝑥1，第一式也自动成立，所以特征空间是一维的；取 𝑥1 = −1，得到特征向量
[
−1 5 2

]⊤
。因此

−2的几何重数为 1，需要再求一个根向量。
令 (𝐴 + 2𝐼)

[
𝑤1 𝑤2 𝑤3

]⊤
=
[
−1 5 2

]⊤
，即 3𝑤1 − 𝑤2 + 4𝑤3 = −1，5𝑤1 + 𝑤2 = 5，4𝑤1 + 2𝑤3 = 2。

取 𝑤1 = 0，便得到 𝑤2 = 5、𝑤3 = 1，所以可取根向量为
[
0 5 1

]⊤
，并且

(𝐴 + 2𝐼)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
5
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

由于 𝐴
[
−1 5 2

]⊤
= −2

[
−1 5 2

]⊤
，而 𝐴

[
0 5 1

]⊤
= −2

[
0 5 1

]⊤
+
[
−1 5 2

]⊤
，直接求导即可验

证相应的三个线性无关解为

𝑒4𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑒−2𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑒−2𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
5
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎠

.

于是通解可写为

𝒙(𝑡) = 𝑐1𝑒4𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑐2𝑒−2𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑐3𝑒−2𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
5
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎠

.
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代入 𝑡 = 0以及初值 𝒙(0) =
[
2 3 3

]⊤
，得到

𝑐1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑐2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑐3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
5
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
3
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

逐分量即 𝑐1−𝑐2 = 2，𝑐1+5𝑐2+5𝑐3 = 3，𝑐1+2𝑐2+𝑐3 = 3。由第一式 𝑐1 = 2+𝑐2，代入第三式得 𝑐3 = 1−3𝑐2；
再代入第二式得 7 − 9𝑐2 = 3，所以 𝑐2 = 4∕9，进而 𝑐1 = 22∕9，𝑐3 = −1∕3。
故初值问题的解为

𝒙(𝑡) = 22
9 𝑒

4𝑡

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 4
9𝑒

−2𝑡

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

− 1
3𝑒

−2𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
5
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
5
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎠

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

22
9 𝑒

4𝑡 + ( 𝑡3 −
4
9) 𝑒

−2𝑡

22
9 𝑒

4𝑡 + (59 −
5𝑡
3 ) 𝑒

−2𝑡

22
9 𝑒

4𝑡 + (59 −
2𝑡
3 ) 𝑒

−2𝑡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

解法二：矩阵指数. 记号同解法一，由课本定理 3.1.3得知 𝒙(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴𝒙0。计算可得方阵 𝐴的特征多项式为
(𝜆 − 4)(𝜆 + 2)2，于是令 𝐵 = 𝐴 + 2𝐼，则 𝐵的特征多项式为 𝜇2(𝜇 − 6)。直接算得

𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3 −1 4
5 1 0
4 0 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐵2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 −4 20
20 −4 20
20 −4 20

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐵3 = 6𝐵2.

因此对所有 𝑘 ⩾ 2，都有 𝐵𝑘 = 6𝑘−2𝐵2，进而计算矩阵指数可得

𝑒𝑡𝐴 = 𝑒−2𝑡𝑒𝑡𝐵 = 𝑒−2𝑡 (𝐼 + 𝑡𝐵 +
∞∑

𝑘=2

𝑡𝑘

𝑘!
𝐵𝑘) = 𝑒−2𝑡 (𝐼 + 𝑡𝐵 + 𝐵2

36

∞∑

𝑘=2

(6𝑡)𝑘

𝑘!
)

而根据指数函数定义，我们有

∞∑

𝑘=2

(6𝑡)𝑘

𝑘!
= 𝑒6𝑡 − 1 − 6𝑡 ⇐⇒ 𝑒𝑡𝐴 = 𝑒−2𝑡 [𝐼 + 𝑡𝐵 + 𝑒6𝑡 − 1 − 6𝑡

36 𝐵2] .

然后我们计算 𝐵𝒙0 = [15, 13, 14]⊤, 𝐵2𝒙0 = [88, 88, 88]⊤，所以

𝒙(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴𝒙0 = 𝑒−2𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
3
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑡
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

15
13
14

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 22
9 (𝑒

6𝑡 − 1 − 6𝑡)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎠

= 1
9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

22𝑒4𝑡 + (3𝑡 − 4)𝑒−2𝑡

22𝑒4𝑡 + (−15𝑡 + 5)𝑒−2𝑡

22𝑒4𝑡 + (−6𝑡 + 5)𝑒−2𝑡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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试题 3 (18分). 设 𝑏 ∈ ℝ为给定的常数。对任意 𝑎, 𝜆 ∈ ℝ，考虑含参初值问题

𝑥′(𝑡) = 𝑡3 − 𝑥(𝑡)3 + 𝜆 (𝑡 ⩾ 0), 𝑥(0) = 𝑎.

将其极大解记作 𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡; 𝑎, 𝜆)。

(1) (8分)证明：对任意 𝑎, 𝜆 ∈ ℝ，如上初值问题的解在 𝑡 ∈ [0, +∞)是整体存在的；
(2) (5分)对任意固定的 𝑎 ∈ ℝ，证明：至多存在一个 𝜆 ∈ ℝ使得 𝜑(1; 𝑎, 𝜆) = 𝑏；
(3) (5分)设 𝐼 ⊂ ℝ为非空区间，函数 Λ ∈ 𝐶1(𝐼)满足 𝜑(1; 𝑎, Λ(𝑎)) = 𝑏对任意的 𝑎 ∈ 𝐼成立，证明：

Λ在 𝐼上严格单调递减。

提示：(2)中
𝜕𝜑
𝜕𝜆

(𝑡; 𝑎, 𝜆)满足的变分方程是什么？

证明. (1)右端函数 𝑡3 − 𝑥3 + 𝜆关于 (𝑡, 𝑥)光滑，所以由局部存在唯一性定理，对任意初值都有唯一极大解。
只需排除有限时间爆破。

证法一. 考察 𝑥(𝑡)2的演化，直接计算并代入方程得到

(𝑥(𝑡)2)′ = 2𝑡3𝑥(𝑡) − 2𝑥(𝑡)4 + 2𝜆𝑥(𝑡).

由均值不等式得知

2|𝑡|3|𝑥| ⩽ 3
2|𝑡|

4 + 1
2|𝑥|

4, 2|𝜆||𝑥| ⩽ 3
2|𝜆|

4∕3 + 1
2|𝑥|

4.

代入得到

d
d𝑡
(𝑥(𝑡)2) ⩽ 2|𝑡|3|𝑥(𝑡)| − 2|𝑥(𝑡)|4 + 2|𝜆||𝑥(𝑡)| ⩽ 3

2𝑡
4 + 1

2|𝑥(𝑡)|
4 − 2|𝑥(𝑡)|4 + 3

2|𝜆|
4∕3 + 1

2|𝑥(𝑡)|
4

= 3
2𝑡

4 + 3
2|𝜆|

4∕3 − |𝑥(𝑡)|4 ⩽ 3
2𝑡

4 + 3
2|𝜆|

4∕3.

所以只要解存在于 [0, 𝑡]，积分得到

𝑥(𝑡)2 ⩽ 𝑎2 + 3
2 ∫

𝑡

0
𝑠4 d𝑠 + 3

2|𝜆|
4∕3𝑡 = 𝑎2 + 3

10𝑡
5 + 3

2|𝜆|
4∕3𝑡.

因此对任意有限数 𝑇 > 0，我们始终有 |𝑥(𝑡)|2 ⩽ 𝑎2 + 3
10𝑇

5 + 3
2
|𝜆|4∕3𝑇 < +∞对任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇]成立，进而

据解的延拓准则知，解的正向极大存在时间必然可以延拓到 +∞.

证法二. 反设某个初值 (𝑎, 𝜆) 的极大右端存在时间为有限数 𝑇+ < +∞。取 𝑅 > 0 使得 𝑅 > |𝑎| 且 𝑅3 >
𝑇3+ + |𝜆|。我们证明在整个 [0, 𝑇+)上都有 |𝑥(𝑡)| < 𝑅。
若不然，设解第一次碰到边界 𝑥 = 𝑅的时刻为 𝑡0 < 𝑇+。在 𝑡0之前有 𝑥(𝑡) < 𝑅，而 𝑥(𝑡0) = 𝑅，所以必

有 𝑥′(𝑡0) ⩾ 0。但由方程
𝑥′(𝑡0) = 𝑡30 − 𝑅3 + 𝜆 ⩽ 𝑇3+ + |𝜆| − 𝑅3 < 0,
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矛盾。同理，若解第一次碰到 𝑥 = −𝑅，则从上方到达−𝑅必有 𝑥′(𝑡0) ⩽ 0，而方程给出 𝑥′(𝑡0) = 𝑡30+𝑅
3+𝜆 ⩾

𝑅3 − |𝜆| > 0，仍为矛盾。因此 |𝑥(𝑡)| < 𝑅对所有 0 ⩽ 𝑡 < 𝑇+成立。
于是当 𝑡 ↑ 𝑇+时，积分曲线 (𝑡, 𝑥(𝑡))停留在一个紧集内。由解的延拓定理，解可以越过 𝑇+继续延拓，

这与 𝑇+的极大性矛盾。因此 𝑇+ = +∞，即解在 [0, +∞)上整体存在。

(2)因为右端关于 (𝑥, 𝜆)为 𝐶1，且第(1)问已经证明解在 [0, 1]上整体存在，所以解对参数 𝜆连续可微。固定
𝑎和 𝜆，令 𝑧(𝑡) =

𝜕𝜑
𝜕𝜆

(𝑡; 𝑎, 𝜆)。对方程关于 𝜆求导，得到

𝑧′(𝑡) = −3𝜑(𝑡; 𝑎, 𝜆)2𝑧(𝑡) + 1, 𝑧(0) = 0.

也就是 𝑧′ + 3𝜑2𝑧 = 1。用积分因子解这个一阶线性方程，得到

𝑧(𝑡) = exp (−3∫
𝑡

0
𝜑(𝑟; 𝑎, 𝜆)2 d𝑟) ∫

𝑡

0
exp (3 ∫

𝑠

0
𝜑(𝑟; 𝑎, 𝜆)2 d𝑟) d𝑠.

当 𝑡 > 0时，上式两个因子都为正，因此
𝜕𝜑
𝜕𝜆

(𝑡; 𝑎, 𝜆) > 0，特别地
𝜕𝜑
𝜕𝜆

(1; 𝑎, 𝜆) > 0。
所以对固定的 𝑎，函数 𝜆 ↦→ 𝜑(1; 𝑎, 𝜆)严格单调递增。因此方程 𝜑(1; 𝑎, 𝜆) = 𝑏至多有一个实数解 𝜆。

(3)现在令 𝜆 = Λ(𝑎)。由于解对初值 𝑎也连续可微，令 𝑢(𝑡) =
𝜕𝜑
𝜕𝑎

(𝑡; 𝑎, 𝜆)。对原方程关于 𝑎求导可得

𝑢′(𝑡) = −3𝜑(𝑡; 𝑎, 𝜆)2𝑢(𝑡), 𝑢(0) = 1,

从而
𝜕𝜑
𝜕𝑎

(𝑡; 𝑎, 𝜆) = exp (−3∫
𝑡

0
𝜑(𝑟; 𝑎, 𝜆)2 d𝑟) > 0.

另一方面，第(2)问已经证明
𝜕𝜑
𝜕𝜆

(1; 𝑎, 𝜆) > 0。
对恒等式 𝜑(1; 𝑎, Λ(𝑎)) = 𝑏关于 𝑎求导，得到

𝜕𝜑
𝜕𝑎

(1; 𝑎, Λ(𝑎)) +
𝜕𝜑
𝜕𝜆

(1; 𝑎, Λ(𝑎))Λ′(𝑎) = 0 ⇐⇒ Λ′(𝑎) = −

𝜕𝜑
𝜕𝑎

(1; 𝑎, Λ(𝑎))

𝜕𝜑
𝜕𝜆

(1; 𝑎, Λ(𝑎))
< 0.

于是 Λ′(𝑎) < 0对所有 𝑎 ∈ 𝐼成立，所以 Λ在 𝐼上严格单调递减。


