
数学分析专题练习

T1–T7：题目与详解

整理说明

本讲义依据手写图片整理。每题先给出完整题面，再给出证明或计算。根据补充要求，第三题只讨

论 |x| < 1；第五题通过计算各项的原函数并证明所得函数项级数一致收敛，说明逐项积分的合法性；第

六题第一问改为函数列的一致有界性；第七题按指定的积分放缩不等式证明。

1 T1 正项级数与相邻项几何平均数

题目. 设数列 {an} 满足 an > 0（n ≥ 1），且正项级数
∑∞

n=1 an 收敛。证明级数

∞∑
n=1

√
anan+1

也收敛。并说明反向命题不成立，即
∑√

anan+1 收敛不能推出
∑

an 收敛。

证明.

由算术–几何平均不等式，对每个 n ≥ 1，

√
anan+1 ≤

an + an+1

2
.

因此，对任意 N ≥ 1，

N∑
n=1

√
anan+1 ≤

1

2

N∑
n=1

(an + an+1)

=
a1 + aN+1

2
+

N∑
n=2

an.

右端不超过
∑∞

n=1 an。故左端部分和单调递增且有上界，从而

∞∑
n=1

√
anan+1

收敛。

反向命题不成立。取

1
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a2k−1 =
1

k3
, a2k =

1

k
(k ≥ 1).

则

∞∑
n=1

an ≥
∞∑
k=1

a2k =

∞∑
k=1

1

k
= +∞.

另一方面，

√
a2k−1a2k =

1

k2
,

√
a2ka2k+1 =

1√
k(k + 1)3/2

≤ 1

k2
.

故

∞∑
n=1

√
anan+1 ≤ 2

∞∑
k=1

1

k2
< ∞.

反向命题不成立。

2 T2 交错级数的敛散性

题目. 对参数 α > 0，讨论级数

∞∑
n=1

(−1)n
(

n
√
n− 1

)α
的敛散性，并判断它何时绝对收敛、何时条件收敛。

解答.

令

bn = (n1/n − 1)α.

由

n1/n = exp
(

lnn

n

)
, et − 1 ∼ t (t → 0),

可得

n1/n − 1 ∼ lnn

n
,

从而
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bn ∼ (lnn)α

nα
.

因此 bn → 0。

又因为函数

x 7→ lnx

x

在 x > e 时严格递减，所以 n1/n，进而 bn，从充分大的 n 起递减。

由莱布尼茨判别法，原交错级数对每个 α > 0 均收敛。

再考察绝对值级数。由渐近等价，

∑
bn

与

∞∑
n=2

(lnn)α

nα

具有相同的敛散性。

• 若 α > 1，由积分判别法，

∫ ∞

2

(lnx)α

xα
dx

收敛，故绝对值级数收敛。

• 若 α = 1，则

∫ ∞

2

lnx

x
dx = +∞,

故绝对值级数发散。

• 若 0 < α < 1，当 n 充分大时 (lnn)α ≥ 1，于是

(lnn)α

nα
≥ 1

nα
.

由于
∑

1/nα 发散，绝对值级数也发散。

综上，

α > 1, 绝对收敛,

0 < α ≤ 1, 条件收敛.
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3 T3 反正切复合函数的幂级数展开

题目. 设

f(x) = arctan 2x

1− x2
, −1 < x < 1,

其中 arctan 取主值。求 f(x) 在 x = 0 处的麦克劳林展开。

解答.

令

θ = arctanx.

当 |x| < 1 时，

−π

4
< θ <

π

4
,

所以

−π

2
< 2θ <

π

2
.

由正切二倍角公式，

tan(2θ) = 2 tan θ

1− tan2 θ
=

2x

1− x2
.

由于 2θ 位于主值反正切的值域内，故

f(x) = 2 arctanx.

利用反正切的麦克劳林展开，得到

f(x) = 2

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1

= 2x− 2x3

3
+

2x5

5
− · · · , |x| < 1.

4 T4 幂级数的收敛区间与和函数

题目. 求幂级数

∞∑
n=1

(−1)n

n(2n− 1)
x2n

的收敛区间，并求其和函数。

解答.
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系数满足

lim
n→∞

(
1

n(2n− 1)

)1/(2n)

= 1,

故幂级数关于 x 的收敛半径为 R = 1。

当 |x| ≤ 1 时，

∞∑
n=1

|x|2n

n(2n− 1)
≤

∞∑
n=1

1

n(2n− 1)
< ∞.

所以两个端点也绝对收敛，收敛区间为

[−1, 1].

下面求和函数。

部分分式分解得

1

n(2n− 1)
= − 1

n
+

2

2n− 1
.

当 |x| < 1 时，

S(x) = −
∞∑
n=1

(−1)nx2n

n

+ 2
∞∑
n=1

(−1)nx2n

2n− 1

= ln(1 + x2)− 2x arctanx.

由于原级数在 x = ±1 处也绝对收敛，且右端函数在 [−1, 1] 上连续，同一表达式可延拓到端点。因

此

S(x) = ln(1 + x2)− 2x arctanx, −1 ≤ x ≤ 1.

特别地，

S(1) = S(−1) = ln 2− π

2
.

5 T5 非一致收敛级数的逐项积分

题目. 对 0 < x < 1，定义

S1(x) =

∞∑
n=1

x2n lnx.

（1）证明该级数在 (0, 1) 上逐点收敛但不一致收敛；



5 T5 非一致收敛级数的逐项积分 6

（2）计算广义积分

∫ 1

0
S1(x) dx,

并通过计算各项的原函数、证明所得函数项级数一致收敛，说明逐项积分的合法性。

（1）逐点收敛但不一致收敛

固定 x ∈ (0, 1)，由几何级数可知

S1(x) = lnx
∞∑
n=1

x2n

=
x2 lnx

1− x2
.

其部分和余项为

RN (x) =

∞∑
n=N+1

x2n lnx

=
x2N+2 lnx

1− x2
.

对任意固定的 N，

lim
x→1−

|RN (x)| = 1

2
.

因此

sup
0<x<1

|RN (x)| ≥ 1

2
,

余项不可能一致趋于零，故原级数不一致收敛。

（2）逐项积分及积分值

对每个 n ≥ 1，先计算

Fn(x) =

∫ x

0
t2n ln t dt

=
x2n+1 lnx

2n+ 1
− x2n+1

(2n+ 1)2
, 0 < x ≤ 1.

并定义

Fn(0) = 0.

由于 t2n ln t ≤ 0，对所有 x ∈ [0, 1] 有
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|Fn(x)| =
∫ x

0
t2n(− ln t) dt

≤
∫ 1

0
t2n(− ln t) dt

=
1

(2n+ 1)2
.

而

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)2
< ∞.

由 Weierstrass 判别法，函数项级数

∞∑
n=1

Fn(x) =

∞∑
n=1

∫ x

0
t2n ln t dt

在 [0, 1] 上一致收敛。

特别地，在 x = 1 处，逐项积分所得级数收敛。

为严格说明该极限确实等于原函数项级数之和的积分，记

SN (x) =
N∑

n=1

x2n lnx.

对 0 < x < 1，有

|SN (x)| ≤ −x2 lnx

1− x2
=: G(x).

其中 G 在 (0, 1) 上可积。事实上，

lim
x→0+

G(x) = 0, lim
x→1−

G(x) =
1

2
,

故可在端点连续延拓。

又

SN (x) −→ S1(x)

对每个 x ∈ (0, 1) 成立。

由控制收敛定理，

∫ 1

0
S1(x) dx = lim

N→∞

∫ 1

0
SN (x) dx

= lim
N→∞

N∑
n=1

∫ 1

0
x2n lnx dx

=
∞∑
n=1

Fn(1).
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因此逐项积分成立。

最后，

Fn(1) = − 1

(2n+ 1)2
,

从而

∫ 1

0
S1(x) dx = −

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)2

= −

( ∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
− 1

)

= −
(
π2

8
− 1

)
.

故

∫ 1

0
S1(x) dx = 1− π2

8
.

6 T6 函数列的一致有界性与连续函数复合

题目（严谨表述）.

设函数列 {fn} 中每个 fn 都在紧区间 [−a, a] 上连续，并且

fn −→ f

在 [−a, a] 上一致收敛。

（1）证明函数列 {fn} 一致有界，即存在常数 M > 0，使得对任意 n ≥ 1 及 x ∈ [−a, a]，均有

|fn(x)| ≤ M.

（2）设 g 在包含所有 fn(x) 和 f(x) 取值的某个闭有界区间 [−M,M ] 上连续。证明

g(fn(x)) −→ g(f(x))

在 [−a, a] 上一致收敛。

（1）函数列的一致有界性

因为 fn → f 一致收敛，且每个 fn 连续，所以极限函数 f 连续。

由闭区间 [−a, a] 的紧致性，存在常数 C > 0，使得

|f(x)| ≤ C, x ∈ [−a, a].
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由一致收敛，存在 N，使得当 n ≥ N 时，对所有 x ∈ [−a, a] 都有

|fn(x)− f(x)| < 1.

于是当 n ≥ N 时，

|fn(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)|

< C + 1.

另一方面，f1, . . . , fN−1 均在紧区间上连续，因而各自有界。

取一个常数 M，使其同时大于 C + 1 以及这有限多个函数的上界，即得

|fn(x)| ≤ M, ∀n ≥ 1, x ∈ [−a, a].

这说明函数列一致有界。

并且令 n → ∞，也有

|f(x)| ≤ M.

（2）连续函数复合后仍一致收敛

因为 g 在紧区间 [−M,M ] 上连续，所以 g 在该区间上一致连续。

给定任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意 u, v ∈ [−M,M ]，

|u− v| < δ =⇒ |g(u)− g(v)| < ε.

又由 fn → f 一致收敛，存在 N1，使得当 n ≥ N1 时，对所有 x ∈ [−a, a]，

|fn(x)− f(x)| < δ.

因此对所有 n ≥ N1 及 x ∈ [−a, a]，

|g(fn(x))− g(f(x))| < ε.

故

sup
x∈[−a,a]

|g(fn(x))− g(f(x))| −→ 0.

即

g ◦ fn

一致收敛于



7 T7 递增数列有界性与级数收敛的等价关系 10

g ◦ f.

7 T7 递增数列有界性与级数收敛的等价关系

题目.

设数列 {an} 严格递增且 a1 > 1。证明

{an} 有界 ⇐⇒
∞∑
n=1

an+1 − an
an ln an+1

收敛.

证明.

记

un =
an+1 − an
an ln an+1

> 0.

充分性：数列有界推出级数收敛

若 {an} 有界，设 an ≤ A。

由于 an ≥ a1 > 1，

0 < un ≤ an+1 − an
a1 ln a1

.

于是

N∑
n=1

un ≤ 1

a1 ln a1

N∑
n=1

(an+1 − an)

=
aN+1 − a1
a1 ln a1

≤ A− a1
a1 ln a1

.

部分和单调递增且有上界，故级数收敛。

必要性：数列无界推出级数发散

反设 {an} 无界。

由于 an 严格递增，必有

an → +∞.

利用积分放缩，
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ln an+1 − ln an =

∫ an+1

an

1

x
dx

<
an+1 − an

an
,

因为在积分区间内

1

x
≤ 1

an
,

且除左端点外严格小于 1
an
。

两边除以正数 ln an+1，得到

an+1 − an
an ln an+1

>
ln an+1 − ln an

ln an+1

= 1− ln an
ln an+1

.

令

bn = ln an,

则 bn > 0 严格递增且

bn → +∞.

记

qn = 1− bn
bn+1

, 0 < qn < 1.

下面证明

∞∑
n=1

qn

发散。

若反设
∑

qn 收敛，则

qn → 0.

故存在 n0，使得当 n ≥ n0 时，

0 < qn ≤ 1

2
.

利用不等式

− ln(1− t) ≤ 2t, 0 ≤ t ≤ 1

2
,
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可得对任意 N ≥ n0，

ln bN+1

bn0

=

N∑
n=n0

ln bn+1

bn

=

N∑
n=n0

− ln(1− qn)

≤ 2

N∑
n=n0

qn

≤ 2
∞∑

n=n0

qn

< ∞.

右端与 N 无关，而左端因

bN+1 → +∞

而趋于 +∞，矛盾。

因此

∞∑
n=1

qn

发散。

又由前面的积分放缩有

un > qn,

比较判别法推出

∞∑
n=1

un

发散。

综上，

{an} 有界 ⇐⇒
∞∑
n=1

an+1 − an
an ln an+1

收敛.
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