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1. 交换积分次序
(1)

I =

∫ 2π

0
dx

∫ 2π

x

x sin2
y

y2
dy.

积分区域为
0 ≤ x ≤ y ≤ 2π.

交换积分次序，得
I =

∫ 2π

0
dy

∫ y

0

x sin2
y

y2
dx

=

∫ 2π

0

sin2
y

y2
· y

2

2
dy

=
1

2

∫ 2π

0
sin2

y dy =
π

2
.

故
I =

π

2
.

(2)

I =

∫ 1

0
dx

∫ x

0
dy

∫ y

0
e(1−z)3 dz.

积分区域为
0 ≤ z ≤ y ≤ x ≤ 1.

先固定 z，则 z ≤ y ≤ 1，y ≤ x ≤ 1，故

I =

∫ 1

0
e(1−z)3

(∫ 1

z

∫ 1

y
dxdy

)
dz

=

∫ 1

0
e(1−z)3

(∫ 1

z
(1− y)dy

)
dz

=
1

2

∫ 1

0
(1− z)2e(1−z)3 dz.

令 u = (1− z)3，则 du = −3(1− z)2 dz，于是

I =
1

6

∫ 1

0
eu du =

e− 1

6
.

第1页 / 共6页



数学分析A2期末 参考解答

故
I =

e− 1

6
.

2. 极坐标积分
题中区域为

D =

{
(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1

cos θ , 0 ≤ θ ≤ π

4

}
.

所求积分为
I =

∫ π/4

0

∫ sec θ

0
r2 sin θ

√
1− r2 cos(2θ)dr dθ.

令
x = r cos θ, y = r sin θ.

则
r2 sin θ dr dθ = y dxdy, r2 cos(2θ) = x2 − y2.

又由 0 ≤ θ ≤ π/4 与 0 ≤ r ≤ sec θ 可知，积分区域变为

0 ≤ y ≤ x ≤ 1.

因此
I =

∫ 1

0
dx

∫ x

0
y
√

1− x2 + y2 dy

=
1

3

∫ 1

0

[(
1− x2 + y2

)3/2]y=x

y=0
dx

=
1

3

∫ 1

0

(
1− (1− x2)3/2

)
dx.

再令 x = sin t，则 ∫ 1

0
(1− x2)3/2 dx =

∫ π/2

0
cos4 tdt = 3π

16
.

故
I =

1

3

(
1− 3π

16

)
=

1

3
− π

16
.

即
I =

1

3
− π

16
.

3. 椭球与圆锥所围体积
曲面为

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2
, z ≥ 0.

作线性变换
X =

x

a
, Y =

y

b
, Z =

z

c
.

Jacobian 为 abc，即
dV = abcdX dY dZ.
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变换后两曲面为
X2 + Y 2 + Z2 = 1, X2 + Y 2 = Z2, Z ≥ 0.

在球坐标中，锥面对应 φ = π/4。故所围区域可写为

0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π

4
, 0 ≤ θ ≤ 2π.

于是体积
V = abc

∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 1

0
ρ2 sinφdρdφdθ

= abc · 2π · 1
3

(
1− cos π

4

)
.

因此
V =

2πabc

3

(
1− 1√

2

)
.

4. 势函数存在条件
设

V = (P,Q,R)

其中
P = x2 + 5cy + 3yz, Q = 5x+ 3czx− 2, R = (c+ 2)xy − 4z2.

若 V 有势函数，则
Py = Qx, Pz = Rx, Qz = Ry.

计算得
Py = 5c+ 3z, Qx = 5 + 3cz,

从而比较常数项和 z 的系数，得 c = 1。其余两组条件为

Pz = 3y, Rx = (c+ 2)y,

以及
Qz = 3cx, Ry = (c+ 2)x,

同样给出 c = 1。故
c = 1 .

此时
P = x2 + 5y + 3yz, Q = 5x+ 3xz − 2, R = 3xy − 4z2.

设势函数为 ϕ，由 ϕx = P 得

ϕ =
x3

3
+ 5xy + 3xyz + g(y, z).

再由 ϕy = Q 得
5x+ 3xz + gy = 5x+ 3xz − 2,

故
g(y, z) = −2y + h(z).

最后由 ϕz = R 得
3xy + h′(z) = 3xy − 4z2,
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故
h(z) = −4

3
z3 + C.

因此可取势函数
ϕ(x, y, z) =

x3

3
+ 5xy + 3xyz − 2y − 4

3
z3 + C .

5. Green 公式求面积
曲线参数方程为

x = acos3 t, y = a sin3
t, 0 ≤ t ≤ 2π.

该曲线为正向绕行的星形线。由 Green 公式，曲线围成面积为

A =

∮
C
xdy.

又
dy = 3a sin2

tcos tdt,

故
A =

∫ 2π

0
acos3 t · 3a sin2

tcos tdt

= 3a2
∫ 2π

0
sin2

tcos4 tdt.

利用对称性或 Beta 积分可得 ∫ 2π

0
sin2

tcos4 tdt = π

8
.

于是
A =

3πa2

8
.

6. 重积分降维
设

I =

∫ 1

0
dx1

∫ x1

0
dx2 · · ·

∫ xn−1

0
f(xn)dxn.

对应积分区域为
0 ≤ xn ≤ xn−1 ≤ · · · ≤ x1 ≤ 1.

固定 xn = t，则剩余变量满足
t ≤ xn−1 ≤ · · · ≤ x1 ≤ 1.

这是一个 (n− 1) 维单纯形，其体积为
(1− t)n−1

(n− 1)!
.

因此
I =

1

(n− 1)!

∫ 1

0
(1− t)n−1f(t)dt .
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7. 分部积分计算
设

Ω = {x ∈ R3 : |x| ≤ 1}, ∆f = |x|.

要求
I =

∫∫∫
Ω
x · ∇f dV.

取
ψ(x) = |x|2 − 1

2
.

则
∇ψ = x, ψ

∣∣
∂Ω

= 0.

于是
I =

∫∫∫
Ω
∇ψ · ∇f dV.

由 Green 第一公式，∫∫∫
Ω
∇ψ · ∇f dV =

∫∫
∂Ω
ψ
∂f

∂n
dS −

∫∫∫
Ω
ψ∆f dV.

因 ψ|∂Ω = 0，边界项为 0，故

I = −
∫∫∫

Ω

|x|2 − 1

2
|x|dV

=
1

2

∫∫∫
Ω
(1− |x|2)|x|dV.

令 r = |x|，用球坐标得
I =

1

2

∫ 1

0
(1− r2)r · 4πr2 dr

= 2π

∫ 1

0
(r3 − r5)dr

= 2π

(
1

4
− 1

6

)
=
π

6
.

故
I =

π

6
.

8. 构造 0-1 简单函数
设 f 在 [0, 1]2 上 Riemann 可积，且 0 ≤ f ≤ 1。给定 ε > 0，取正整数 N，将 [0, 1]2 等分

为 N2 个边长为 1/N 的小正方形 Qij。记

mij =

∫
Qij

f.

由于 0 ≤ f ≤ 1，有
0 ≤ mij ≤ |Qij | =

1

N2
.
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故可在每个 Qij 中取一个小矩形 Eij，使

|Eij | = mij .

定义
g = χ∪

i,j Eij
.

则 g 只取 0, 1，且 ∫
Qij

g = |Eij | = mij =

∫
Qij

f.

对所有小正方形求和，得 ∫
[0,1]2

g =

∫
[0,1]2

f .

下证局部矩形上的误差估计。任取

D = [α, β]× [γ, δ] ⊂ [0, 1]2.

完全落在 D 内部的小正方形上，f 与 g 的积分相等；误差只可能来自与 ∂D 相交的小正方形。此
类小正方形的并的面积不超过

4

N
+

4

N2
.

又因 |f − g| ≤ 1，故 ∣∣∣∣∫
D
f −

∫
D
g

∣∣∣∣ ≤ 4

N
+

4

N2
.

取 N 充分大，使
4

N
+

4

N2
< ε,

即得 ∣∣∣∣∫
D
f −

∫
D
g

∣∣∣∣ < ε .
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