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一、微分流形部分
1. 设

H =


1 x z

0 1 y

0 0 1

 : x, y, z ∈ R

 ,

并以矩阵乘法为群运算。将 H 通过坐标 (x, y, z) 与 R3 识别，则 H 是一个三维李
群，单位元对应于 (0, 0, 0)。设 X,Y, Z 分别为满足 Xe = (∂/∂x)e、Ye = (∂/∂y)e、
Ze = (∂/∂z)e 的左不变向量场。
(1) 用全局坐标标架 ∂x, ∂y, ∂z 写出 X,Y, Z，并计算李括号 [X,Y ]、[Y, Z]与 [X,Z]。
(2) 求与 X,Y, Z 对偶的左不变余标架 θ1, θ2, θ3，并写出结构方程 dθ1、dθ2、dθ3。
(3) 考虑秩为 2 的分布 D = ker θ3 ⊂ TH。判断 D 是否可积；若可积，试判断能否
找到浸入超曲面 S ⊂ H ∼= R3 使其成为 D 的积分流形。

2. 设 M 为紧致、连通、无边界的光滑流形，µ 为 M 上的正体积形式。对光滑向量场
X，定义它关于 µ 的散度 divµ X 为满足 LXµ = (divµ X)µ 的唯一光滑函数。

(1) 证明：
∫
M

(divµ X)µ = 0。

(2) 设 {Φt}t∈R 为 X 生成的流，ρ ∈ C∞(M)。证明：对所有 t ∈ R都有 Φ∗
t (ρµ) = ρµ，

当且仅当 X(ρ) + ρ divµ X = 0。
(3) 在二维环面 T2 = R2/(2πZ)2 上取体积形式 µ = dx ∧ dy 和向量场 X = (2 +

sinx)∂x + (cosx)∂y。判断是否存在只依赖于 x 的光滑正函数 ρ，使得体积形式
ρµ 在 X 的流下保持不变。

3. 在二维环面 T2 = R2/(2πZ)2 上考虑黎曼度量 g = du2 + h(u)2dv2，其中 h : R →
(0,∞) 为光滑的 2π-周期函数。设 ∇ 为 g 的 Levi–Civita 联络，并采用曲率张量约
定 R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z。
(1) 分别计算 ∇∂u∂u、∇∂u∂v、∇∂v∂u、∇∂v∂v，并求该度量的高斯曲率 Kg。
(2) 不使用 Gauss–Bonnet 定理，证明：若 Kg ≤ 0 在 T2 上处处成立，则 h 必为常
数，从而 g 为平坦度量。

二、代数拓扑部分
1. 设 (X, d) 为含有至少两个点的连通度量空间。证明：X 不可数。
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2. 证明二维 Brouwer 不动点定理：设 D2 = {x ∈ R2 : ∥x∥2 ≤ 1} 为闭单位圆盘，则对
任意连续映射 f : D2 → D2，存在 x ∈ D2 使得 f(x) = x。

3. 设 S1 ⊂ R2 为单位圆，D2 ⊂ R2 为闭单位圆盘，并取 S1 上三个互异点 p1, p2, p3。把
S1 × S1 看作 S1 ×D2 的边界，并令

X = (S1 × S1) ∪
(
{p1, p2, p3} ×D2

)
⊂ S1 ×D2.

其直观图如下：

计算 X 的基本群 π1(X) 以及各阶奇异同调群 Hk(X;Z)。

4. 设 p ∈ S1 × S2。计算穿孔流形 (S1 × S2) \ {p} 的基本群，并描述其万有覆叠空间。

5. 分类 S1 × RP2 的所有连通覆叠空间（按覆叠等价分类）。
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