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题目整理稿（不含解答）

1. 设 G 为有限 p-群，|G| = pn，其中 p 为素数、n ≥ 1。称真子群 H < G 为 G 的极
大子群，若不存在子群 K 使得 H < K < G；等价地，包含 H 的子群只有 H 与
G。定义 G 的 Frattini 子群为 Φ(G) =

⋂
H 为G 的极大子群H。

(1) 证明：Φ(G) 是 G 的正规子群。
(2) 证明：G/Φ(G) 是初等 Abel p-群，即 G/Φ(G) 为 Abel 群，且其中每个非单位
元的阶均为 p。

2. 分别判断是否存在阶数为 120 和 180 的非交换有限单群；若存在，给出存在性的
证明。

3. (1) 设 A,B,C 均为有限生成 Abel群。证明有限生成 Abel群的消去律：若 A⊕B ∼=
A⊕ C，则 B ∼= C。

(2) 设 G 为有限 Abel 群。
(a) 证明：对任意正整数 d | |G|，都存在 G 的子群 H ≤ G，使得 |H| = d。
(b) 说明上述结论对一般有限群并不成立：举出一个有限非 Abel 群 G 和一
个正整数 d | |G|，使得 G 不存在阶为 d 的子群，并证明你的结论。

4. 设 (R,m) 为交换含幺的 Noether 局部环，其中 m 是 R 的唯一极大理想。
(1) 设 M 为有限生成 R-模。证明：若 mM = M，则 M = 0。
(2) 证明：任意有限生成投射 R-模都是自由 R-模。

5. 分别判断整环 Z[
√
−2] 与 Z[

√
−5] 是否为唯一分解整环（UFD），并证明你的结论。

6. 设 p 为素数，n ≥ 1。记 N(n, p) 为有限域 Fp 上首一的 n 次不可约多项式的个数。
(1) 证明 N(n, p) = 1

n

∑
d|n µ(d) p

n/d。
(2) 计算 F2 上首一的四次不可约多项式的个数。

7. 设 p 为素数，记第 p 个圆分多项式为 Φp(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1 ∈ Z[x]。
(1) 证明：Φp(x) 在 Q[x] 中不可约。
(2) 求 Φp(x) 在 Q 上的分裂域，并确定该分裂域相对于 Q 的 Galois 群。
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(3) 证明：对任意正整数 n，都存在次数为 n 的 Abel Galois 扩张 K/Q。可使用
如下事实：对任意正整数 n，存在素数 p 使得 n | (p− 1)。

8. 设 k = Fq 为有限域，K/k 为次数为 n的有限扩张。证明：K/k 是 Galois扩张，并
且 Gal(K/k) 是循环群，由 Frobenius 自同构 Frobq : K → K，x 7→ xq 生成。

9. 证明蛇形引理。具体地，设下图为 Abel 群（或同一环上的模）之间的交换图，且
两行均为短正合列：

0 −−−→ A′ u′
−−−→ B′ v′−−−→ C ′ −−−→ 0

α

y β

y γ

y
0 −−−→ A

u−−−→ B
v−−−→ C −−−→ 0.

证明存在自然的连接同态 δ : Ker γ → Cokerα，使得序列

0 −→ Kerα −→ Ker β −→ Ker γ δ−→ Cokerα −→ Coker β −→ Coker γ −→ 0

正合。
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