
中国科学技术大学数学科学学院

2025∼2026 学年第一学期期末试卷

课程名称：几何学基础 课程编号：MATH2003
开课院系：数学科学学院 考试形式：闭卷

考试注意事项：

• 本次是闭卷考试。

• 本试卷共 6 题。

• 答题前请仔细阅读题目。

• 尝试做所有题目以获得步骤分。

• 考试时间为两个小时。

• 严格遵守考试纪律。

一、（每问 4 分，满分 20 分）
已知空间向量 u = (u1, u2, u3)，v = (v1, v2, v3) 满足

|u| = 10, u · v = 98, u× v = (26, 1, 15)

(1) 求平面 u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0 与 v1x1 + v2x2 + v3x3 = 0 的交线方程。

(2) 求直线 {tu | t ∈ R} 和直线 {tv | t ∈ R} 张成的平面的方程。

(3) 求 RP2 中射影直线 {(x1 : x2 : x3) | u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0} 与 {(x1 : x2 : x3) | v1x1 +
v2x2 + v3x3 = 0} 的交点坐标。

(4) 求 RP2 中过点 (u1 : u2 : u3) 和点 (v1 : v2 : v3) 的射影直线方程。

(5) 求向量 u 与 v 的夹角。

二、（满分 10 分）
判断函数 xy = x√

3
+ 1

x 的图像 C 是否是二次曲线？如果不是，请给出完整的证明。如果是，

请完成下面问题。

(1) 考虑平面二次曲线 C：找到等距变换，使变换后曲线 C 的方程为标准形式之一（需要写出该

标准形式）。

(2) 考虑射影二次曲线 C：写出曲线 C 方程的齐次化方程，并求曲线 C 的所有无穷远点的齐次

坐标。
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三、（满分 20 分）
对于任意非零向量 (a, b, c)，求 R3 中直线 l = {(1, 1, 1) + t(a, b, c) | t ∈ R} 绕 z 轴旋转所得

到的曲面方程，并分类判断曲面类型。

第 2 页，共 3 页



四、（满分 15 分）

(1) 求实数 λ, µ, ν 使得 (11, 12, 21) = λ(1, 2, 0) + µ(2, 0, 4) + ν(0, 6, 5)。

(2) 考虑 RP2 中的点 A1 = (1 : 0 : 0)，A2 = (0 : 1 : 0)，A3 = (0 : 0 : 1)，A4 = (1 : 2 : 1)

以及 U = (1 : 2 : 0)，S = (2 : 0 : 4)，T = (0 : 6 : 5)，C = (11 : 12 : 21)。求射影变换

Φ : RP2 → RP2，使得

Φ(A1) = U, Φ(A2) = S, Φ(A3) = T, Φ(A4) = C

五、（满分 15 分）

(1) 给出 R3 上仿射变换的定义。

(2) 设 S 为 R3 中某双叶双曲面，证明：G(S) = {仿射变换T : R3 → R3 | T (S) = S} 在映射复

合下构成一个群。

(3) 设 p, q 为 S 上任意两点，证明：存在 ±T ∈ G(S)，使得 T (p) = q。

六、（满分 20 分）

(1) 设 T : R2 → R2 为保定向等距变换（即平面刚体变换）。求证：T 要么是（沿平面某向量的）

平移，要么是（以平面某点为中心的）旋转。

(2) 设 T : R3 → R3 为保定向等距变换（即空间刚体变换）。求证：存在直线 l，使得 T = τa◦Rl,θ，

其中 Rl,θ 表示以直线 l 为轴、（从正向看过去）逆时针旋转角度 θ 的变换，a 是 R3 中一个

平行于 l 方向的向量，τa 为沿着向量 a 的平移。

（于是每个空间刚体变换 T 都是绕某个不动轴（即满足 T (L) = L 的直线 L）的“螺旋运动”）

(3) 考虑空间刚体变换 T = τb ◦Rω,α，其中 α ∈ (0, 2π)，Rω,α 是“绕过原点且方向为单位向量 ω

的直线，逆时针转角度 α”的旋转，τb 为沿向量 b（不必是 ω 方向）的平移。由第 (2) 问知

T 实际上是一个绕某个不动轴 L 的螺旋运动。求证：L 的方程为

L =

{
1

2

(
b+

ω × b

tan(α/2)

)
+ tω

∣∣∣∣ t ∈ R
}
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考试注意事项:

• 本次是闭卷考试.

• 本试卷共6题，共8页（含封面页与最后空白页）.

• 答题前请仔细阅读题目.

• 尝试做所有题目以获得步骤分.

• 考试时间为两个小时.

• 严格遵守考试纪律.
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一 (每问4分,满分20分)
已知空间向量u = (u1, u2, u3),v = (v1, v2, v3)满足

|u| = 10, u · v = 98, u× v = (26, 1, 15).

(1) 求平面u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0与v1x1 + v2x2 + v3x3 = 0的交线方程。

答案： x1

26
= x2

1
= x3

15

(2) 求直线{tu | t ∈ R}和直线{tv | t ∈ R}张成的平面的方程。

答案： 26x1 + x2 + 15x3 = 0

(3) 求RP2中射影直线{(x1 : x2 : x3) | u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0}与{(x1 : x2 : x3) |
v1x1 + v2x2 + v3x3 = 0}的交点坐标。

答案： (26 : 1 : 15)

(4) 求RP2中过点(u1 : u2 : u3)和点(v1 : v2 : v3)的射影直线方程。

答案： 26x1 + x2 + 15x3 = 0

(5) 求向量u与v的夹角。

答案： arctan(
√
451
7

) = arccos(7
√
5

50
)
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二 (满分10分)
判断函数y = x√

3
+ 1

x
的图像C是否是二次曲线？如果不是，请给出完整的证明。如

果是，请完成下面问题。

(1) 考虑平面二次曲线C：找到等距变换，使变换后曲线C的方程为标准形式之

一(需要写出该标准形式)。

(2) 考虑射影二次曲线C：写出曲线C方程的齐次化方程，并求曲线C的所有无穷

远点的齐次坐标。

证明. 1. 判断是否为二次曲线

整理得

x2 −
√
3 xy +

√
3 = 0.

这是关于 x, y的二次方程，因此 C 是二次曲线（双曲线）。

2. (1)等距变换化为标准形

方程

x2 −
√
3xy +

√
3 = 0.

设旋转 θ： x = X cos θ − Y sin θ,

y = X sin θ + Y cos θ.

代入二次项 x2 −
√
3xy，令 XY 项系数为零：

− sin 2θ −
√
3 cos 2θ = 0 ⇒ tan 2θ = −

√
3.

取 2θ = 120◦，θ = 60◦。此时 cos θ = 1
2
, sin θ =

√
3
2
。

计算新二次项系数：

X2系数：cos2 θ −
√
3 cos θ sin θ = 1

4
− 3

4
= −1

2
。

Y 2系数：sin2 θ +
√
3 sin θ cos θ = 3

4
+ 3

4
= 3

2
。

无 XY 项，常数项为
√
3。

旋转后方程为

−1

2
X2 +

3

2
Y 2 +

√
3 = 0.

化为标准双曲线形式：
X2

2
√
3
− Y 2

2
√
3/3

= 1.
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因此等距变换为旋转 θ = 60◦，标准形式如上。

3. (2)齐次化与无穷远点

原方程齐次化：令 x = X/Z, y = Y/Z，代入

X2

Z2
−
√
3
XY

Z2
+
√
3 = 0,

乘以 Z2得

X2 −
√
3XY +

√
3Z2 = 0.

无穷远点对应 Z = 0，代入得

X2 −
√
3XY = X(X −

√
3Y ) = 0.

得到两个无穷远点：

(0 : 1 : 0), (
√
3 : 1 : 0).
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三 (满分20分)
对于任意非零向量(a, b, c),求R3中直线l = {(1, 1, 1) + t(a, b, c) | t ∈ R}绕z轴旋转所

得到的曲面方程，并分类判断曲面类型。

证明.
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四 (满分15分)

(1) 求实数λ, µ, ν使得(11, 12, 21) = λ(1, 2, 0) + µ(2, 0, 4) + ν(0, 6, 5)。

(2) 考虑RP2中的点A1=(1 : 0 : 0), A2=(0 : 1 : 0), A3=(0 : 0 : 1), A4=(1 : 2 : 1)以

及U=(1 : 2 : 0)，S=(2 : 0 : 4)，T=(0 : 6 : 5)，C=(11 : 12 : 21)。求射影变

换Φ : RP2 → RP2，使得

Φ(A1) = U, Φ(A2) = S, Φ(A3) = T, Φ(A4) = C.

证明. 1.

(λ1, λ2, λ3) = (3, 4, 1).

2. 射影变换的矩阵 A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

作用在齐次坐标上。由于齐次坐标可以
整体缩放，前三个条件可以确定各列的比。

1. 由前三点确定列比例

(1 : 0 : 0) 7→ (1 : 2 : 0)说明

A

1

0

0

 =

a11

a21

a31


与 (1, 2, 0)成比例，设比例系数为 λ，则

a11 = λ · 1, a21 = λ · 2, a31 = λ · 0.

所以第一列： λ(1, 2, 0)T。

类似地，(0 : 1 : 0) 7→ (2 : 0 : 4)设比例系数 µ：

a12 = µ · 2, a22 = µ · 0, a32 = µ · 4,

第二列： µ(2, 0, 4)T。

(0 : 0 : 1) 7→ (0 : 6 : 5)设比例系数 ν：

a13 = ν · 0, a23 = ν · 6, a33 = ν · 5,

第三列： ν(0, 6, 5)T。
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因此

A =

 λ 2µ 0

2λ 0 6ν

0 4µ 5ν

 .

2. 利用第四点定比例

(1 : 2 : 1) 7→ (11 : 12 : 21)等价于

A

1

2

1

 =

 λ+ 4µ

2λ+ 6ν

8µ+ 5ν


与 (11, 12, 21)成比例。

设比例为 k，则：

λ+ 4µ = 11k, (1)

2λ+ 6ν = 12k, (2)

8µ+ 5ν = 21k. (3)

根据第一问得 λ : µ : ν : k = 1 : 2
3
: 1
3
= 3 : 2 : 1 : 1。

所以所求射影变换的矩阵（相差非零数乘下）为3 4 0

6 0 6

0 8 5

 .
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五 (满分15分)

(1) 给出R3上仿射变换的定义。

(2) 设S为R3中某双叶双曲面，证明：G(S) = {仿射变换 T : R3 → R3|T (S) =

S}在映射复合下构成一个群。

(3) 设p, q为S上任意两点，证明：存在T ∈ G(S)，使得T (p) = q。

证明. 1,2略。注意2中乘法封闭性、单位元存在性、乘法结合律、逆元存在性必须

都验证。

3.Step 1:首先利用仿射变换(或者等距变换)将曲面方程变为a2x2 − b2y2 + c2z2 +1 =

0, a, b, c ̸= 0。进一步利用仿射变换x 7→ x/a, y 7→ y/b, z 7→ z/c将曲面方程变

为x2 − y2 + z2 + 1 = 0。只需对这一标准型曲面证明3即可(说明原因！)。
Step 2: 因为曲面x2 − y2 + z2 + 1 = 0在绕y轴旋转下不变，若p, q有相同y坐标则第

三问可用旋转达成。故可假设p, q在xy平面上。故问题归结为：设p, q为双曲线C0 :

x2 − y2 = 1上的两个点，在存在R2上的线性变换T使得T (C0) = C0且T (p) = q。

Step 3: 进一步做仿射变换使得C0方程变为xy = 1。任取 p, q ∈ C。证明存在仿射

变换 T : R2 → R2，满足 T (C) = C 且 T (p) = q。

证明

1. 保 C 的线性变换形式

设 T 为线性变换 (
X

Y

)
=

(
a b

c d

)(
x

y

)
.

条件：对任意 (x, y)满足 xy = 1，有 XY = 1。

将 y = 1/x代入： (
ax+

b

x

)(
cx+

d

x

)
= 1, ∀x ̸= 0.

展开得

ac x2 + (ad+ bc) +
bd

x2
= 1.

比较系数：

ac = 0, bd = 0, ad+ bc = 1.

解得两种可能：

• 类型 I：b = c = 0，ad = 1，即

(
a 0

0 a−1

)
，a ̸= 0。
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• 类型 II：a = d = 0，bc = 1，即

(
0 b

b−1 0

)
，b ̸= 0。

容易验证这些矩阵均保 xy = 1。

3. 传递性
将 C 参数化为 p(t) = (t, 1/t)，t ̸= 0。设 p = p(t)，q = p(s)。

• 若 t, s同号，取类型 I中 a = s/t：(
s/t 0

0 t/s

)(
t

1/t

)
=

(
s

1/s

)
.

• 若 t, s异号，取类型 II中 b = ts：(
0 ts

(ts)−1 0

)(
t

1/t

)
=

(
s

1/s

)
.

因此对任意 p, q ∈ C，存在 T 在保 C 的线性群中将 p映至 q。
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六 (满分20分)
(1) 设T : R2 → R2为保定向等距变换(即平面刚体变换)。求证：ϕ要么是(沿平面某向量

的)平移，要么是(以平面某点为中心的)旋转。

(2) 设T : R3 → R3为保定向等距变换(即空间刚体变换)。求证：存在直线l，使得T =

τa ◦ Rl+,θ，其中Rl+,θ表示以直线l为轴，(从正向看过去)逆时针旋转θ角度的变换，

a是R3中一个平行于l方向的向量，τa为沿着向量a的平移。

【于是每个空间刚体变换T都是绕某个不动轴(即满足T (L) = L的直线)L的“螺旋运动”】

(3) 考虑空间刚体变换 T = τb ◦ Rω,α，α ∈ (0, 2π)，其中Rω,α是“绕过原点且方向

为单位向量ω的直线，逆时针转α角度”的旋转，τb为沿向量b(不必是ω方向)的平

移. 由第(2)问知T实际上是一个绕某个不动轴L的螺旋运动。求证：L的方程为

L =

{
1

2
(b+

ω × b

tan(α/2)
) + tω

∣∣∣∣ t ∈ R
}
.
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(空白页，供继续答题使用)
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