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1 数学分析

1、设f(x, y)在(0, 0)的某个邻域上具有二阶连续的偏导数，且 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− xy
(x2 + y2)2

= 1. 计

算f(0, 0)以及f在(0, 0)处的各个一阶、二阶偏导数。

2、设f(x)在R上有定义，其原函数记作F (x), 反函数为f−1(x). 计算
∫
R f
−1(x)dx.

3、设集合D ⊂ R2, 证明: D是有界闭集当且仅当D上的任意连续函数都有界。

4、设F (x, y, z) = 0是一个光滑闭曲面，证明：存在两点的切平面是平行的，且这两点的连

线与切平面垂直。

5、设f ∈ C∞(R), f(0) = 0, 计算 f(x)
x
的n阶导数在x→ 0时的极限。

6、设f(x)在R上有定义, 且对任意x > 0有f(x) ≥ 1/x. 证明: f(x)没有原函数。

7、f(x, y)是二阶连续可微的，且满足f(0, 0) = 0,
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= x+ x2 + y2. 设D是单位闭圆

盘，计算
∫∫

D
f(x, y)dxdy.

2 高等代数

1、设V = C2×2是在通常矩阵加法与数乘在R上的线性空间，令线性变换A(X) = (1 + i)X∗.

计算A的特征多项式、极小多项式以及特征值、特征向量。

2、线性空间V = Rn×n上定义内积〈X,Y 〉 = tr(X>Y ). 设线性映射A(X) = AX +XA. 求所

有n阶方阵A使得A是正交变换。
3、设A,B是半正定Hermite方阵，证明: tr((A+B)2025) ≥ tr(A2025) + tr(B2025).

4、设a, b, c > 0且满足a2b2 + b2c2 + c2a2 = 2(a2 + b2 + c2). 证明: 过点(1, 1, 1)可作三条相互

垂直的直线与椭球面
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1相切。

3 实变函数

1、设f为可测函数，E ⊆ Rn是勒贝格可测集, 1 ≤ p <∞, m为Rn上的勒贝格测度. 证明:∫
E

|f(x)|pdx =

∫ +∞

0

ptp−1m({x ∈ E : |f(x)| > t})dt.

2、设f ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn). 问：是否对任意p ∈ (1,+∞), 均有f ∈ Lp(Rn)?

3、设f : [0.1]→ R是a.e.有限的可测函数，定义

f∗(t) = inf {s ∈ R : m({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > s}) ≤ x} .
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证明: 对任意s ∈ (0, 1)有

m({x ∈ (0, 1) : f∗(x) > s}) = m({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > s}).

4 复变函数

1、计算题

(1) 在C上求解方程组

x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 0, x3 + y3 + z3 = 3.

(2) 设0 < x < 2π, 计算级数
∑
n≥1

cosnx

n
.

(3) 设a ∈ (0, 1), 计算积分
∫
R

eax

1+eax dx.

2、是否存在双全纯映射f将{|z| > 1}映射为C\{0}? 证明你的结论.

3、证明：方程ez = z在C有无穷个解。

5 近世代数

1、设S为{1, 2, 3}的幂集，定义对称差运算AδB := (A\B) ∪ (B\A).

(1) 证明: (S,∆)是交换群.

(2) 求S中的单位元和各元素的逆元。

2、考虑G = S4在幂集P({1, 2, 3, 4})下的自然作用。
(1) 计算{1, 2}的稳定子群G{1,2}.
(2) 求所有轨道以及轨道中元素的个数.

3、多项式x2 +4x+2是否在Q[x]中可约？并对任意正整数n举出一个在Q[x]中不可约的n次多

项式。

6 微分几何

1、求r(t) = (t,
√

2 ln t, t−1)的曲率、挠率。

2、求r(u, v) = (u+ v, u− v, 2uv)的高斯曲率、平均曲率、主曲率。

3、已知曲面的第一、第二基本形式为I = cos2 θdudu + sin2 θdvdv, II = cos θ sin θdudu −
cos θ sin θdvdv. 据此计算θ满足什么微分方程？

4、求r(u, v) = (u cos v, u sin v, f(u))的测地线。
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