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一. (30分) K = Q(
√
d), d ̸= 1 是无平方因子整数.

1.(2分) 写出 OK , ∆K .

2.(5分) 写出素数 p 在 K 中分歧, 分裂, 惯性的充要条件.

3.(3分) d < 0, 写出 O×
K .

4.(5分) d = −5, 计算 hK ; 求 x2 + 5 = y3 的整数解.

5.(4分) d = 10, 写出 O×
K , 计算 hK .

6.(6分) 证明：x2 − 82y2 = 2 有有理数解但无整数解.

7.(5分) 证明：任意给定正整数 n, 都存在无穷多个不同的 d,

使得 hK ≥ n.

二. (15分) K = Q( 3
√
4), F = Q(

√
−3), L = KF .

1.(2分) 证明：p 在 L 分歧当且仅当 p = 2, 3.

2.(6分) p > 3, 写出 p 在 L 中所有可能的分解形式 (e, f, g);

进一步, 写出每种分解形式对应的最小素数 p.

3.(4分) 计算 ∆K , hK ; 写出 OK ,O×
K .

4.(3分) 证明：x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 5 有无穷多整数解.

三. (25分) K = Q(ζ20), K
+ 是其极大实子域.

1.(3分) 写出 K 的所有子域.

2.(2分) 写出 2, 5 在 K 中的分解形式 (e, f, g).

3.(6分) p ̸= 2, 5, 写出 p 在 K 中所有可能的分解形式 (e, f, g);

进一步, 写出每种分解形式对应的最小素数 p.

4.(6分) 计算 ∆K ,∆K+, hK+.

5.(2分) E ̸= K+是K的四次子域且 Gal(E/Q) 是循环群.

写出 O×
E .

6.(6分) F是K的真子域且 Gal(F/Q) 不是循环群.

写出 OF ; 计算 ∆F , hF .
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