
中国科学技术大学2025年新生入学考试
数学试卷解答(非官方)

章俊彦∗

2025年8月30日 15:00–17:00

一、填空题（每题5分，共40分）
1、函数f (x) = xae−bx, 0 < x < 1图像如下，a, b ∈ {1, 2,⋯ , 9},则a = 2 .

解. 求导得f ′(x) = xa−1e−bx(a − bx). 故有唯一临界点x0 =
a
b
. 代入函数得到极值

为f (x0) = (
a
be
)a. 图像表明临界点x0应该在0.3附近(可能略小一点),所以3a < b, a至多

只可能是1和2. 又因为e ≈ 2.71828...,所以a∕be大约为0.1出头一点点，结合函数的极
值约为0.011知，a = 2, b = 7符合题意。

2、设x1 =
√

2, x2 = �1∕e, x3 = e1∕� , x4 = e1∕e，则x1, x2, x3, x4从小到大排序
为 x3 < x1 < x4 < x2 .

解. 由于� > 3 > e, 所以x3 < x4 < x2是恒成立，所以只要看x1 =
√

2在什么位置。
先证明

√

2 > e1∕�. 取对数后只要证明 1
2
ln 2 > 1∕�, 左边大约是0.3465, 右边1∕� <

1∕3 = 0.333...然后再证明
√

2 < e1∕e,取对数后只要证明 1
2
ln 2 < 1

e
ln e,而这可以通过

考察f (x) = ln x
x
极值点看出来，可以证明x = e是f (x)的唯一极大值点。所以这就证

明了x3 < x1 < x4 < x2.
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3、若方程2 sin x = x + c在区间(0, 2�)内有唯一解，则实数c的取值范围为
−2� ≤ c ≤ 0或 c =

√

3 − �
3
或c = −

√

3 − 5�
3

.

解. 在开区间(0, 2�)作y = 2 sin x的图像。要使得直线y = x + c与y = 2 sin x的图像
在(0, 2�)内有且仅有一个交点，则只有两种情况：（1）该直线是正弦函数图像的切
线，（2）该直线只“穿越”一次正弦函数图像。对情况（1），就要求正弦函数导数
为1，解得x = �∕3, 5�∕3,对应y =

√

3,−
√

3,于是c = y−x就对应答案里面两个离散
取值。对情况（2），临界情况就是直线恰好穿过原点或者x = 2�, y = 0这一点，所
以得到−2� ≤ c ≤ 0.

4、设复数z满足|z| = |z + 1 − i|,则z2 = x + yi的轨迹方程为y = x2−1
2

.

解. 由题意得z的轨迹为原点和复平面上(−1, 1)这一点连线的中垂线，这就得到z的
参数方程为z = (−1

2
+ t)+ (1

2
+ t)i,平方后可得z2 = −2t+2(t2− 1

4
)i,所以y = x2

2
− 1

2
.

5、平面直角坐标系中，椭圆x2 + 2xy + 3y2 = 4长轴的方程为y = (1 −
√

2)x.

解. 从方程得知，椭圆长轴的两个端点关于原点对称，而椭圆方程可以写作(x+y)2+
2y2 = 4,所以利用参数方程不妨设长轴两端点为(2 cos �−

√

2 sin �,
√

2 sin �)和(−2 cos �+
√

2 sin �,−
√

2 sin �). 他们之间距离的平方为d2 = 4−2
√

2 sin 2�. 欲使距离达到最大，
我们需要让sin 2� = −1,即� = −�

4
. 这样的话得到长轴两端点为(±(

√

2 + 1),∓1),于是

长轴所在直线的方程为y = (1 −
√

2)x.

6、设n是正整数，化简
n
∑

k=1
k5 = 1

12
(2n6 + 6n5 + 5n4 − n2). (可进一步因式分解)

解. 设和式为Sn = c0 + c1n +⋯ + c6n6. 于是我们有

n5 = Sn − Sn−1 =
6
∑

k=1
ck(nk − (n − 1)k), c0 = 0.

依次比较n5, n4,⋯ , n的系数得到c6 =
1
6
, c5 =

1
2
, c4 =

5
12
, c3 = 0, c2 = −

1
2
, c1 = 0.

7、设无顶盖的长方体盒子（共5个面）的表面积是1，则其容积最大值为
√

3
18

.

解. 设长方体的长、宽、高为a, b, ℎ > 0, 由题意得ab + 2bℎ + 2ℎa = 1. 取c = 2ℎ, 得
到ab + bc + ca = 1. 由均值不等式得

1 = ab + bc + ca ≥ 3(a2b2c2)
1
3 ⇒ abc ≤ 1

3
√

3
⇒ V = 1

2
abc ≤ 1

6
√

3
.
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8、数列F1 = F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, (n ≥ 3). 前2025项中有168项被9整除。

解. 列举法可得Fibonacci数列模9的余数构成周期为24的数列，且第12、24项模9余0，
具体为：1、1、2、3、5、8、4、3、7、1、8、0、8、8、7、6、4、1、5、6、2、8、
1、0.

二、解答题（每题15分，共60分）
9、给定ΔABC,设三边长为a, b, c.动点D,E, F分别在线段BC,CA,AB上，求p ∶=

|DE| + |EF | + |FD|的最小值(用a, b, c表示).

证明. 本题证明：锐角三角形的内接三角形周长最小值在垂足三角形的情况达到，
直角、钝角三角形对应的p无法达到其下确界。
锐角三角形的情况。作D关于AB,AC的轴对称点D1, D2, 进而|AD1| = |AD2|,

|D1F | = |DF |, |D2E| = |DE|.可见折线D1FED2的长度是题设中的p,而三角形ABC是
固定的，一旦D给定，那么线段D1D2的长度就唯一确定。这说明p达到最小时，折
线D1FED2应当就是线段D1D2.

由于|AD| = |AD1| = |AD2|和∠D1AD2 = 2∠A,据余弦定理, |D1D2|
2 = 2|AD|

2(1−
cos 2A). 由于∠A是给定的，所以要让上式最小，就只能让|AD|最小，这样的话就要

求AD ⟂ BC, 进而可算得BE ⟂ AC, CF ⟂ AB (这里E, F是D1D2与CA,AB的交点，
可以利用角平分线性质证明垂直关系)。

接下来计算这个最小值的表达式。直接计算可得|CE| = a cosC, 而∠ECF =
90◦ − A, ∠EFC = 90◦ − C. 据正弦定理可以算得|EF | = a cosA, 进而同理得到p =
a cosA + b cosB + c cosC,代入余弦定理

p =
(a2 + b2 + c2)2 − 2(a4 + b4 + c4)

2abc
=
8s(s − a)(s − b)(s − c)

abc
, s = a + b + c

2
.

非锐角三角形的情况，可证明p的下确界为最长边的高的2倍，但不存在内接三
角形达到这个值。

不妨设A为钝角，仍按上述方法作对称点D1, D2. 设E, F分别为线段CA,AB上
的任意动点，EF交AD于M . 则有|D2E|+ |EM| ≥ |D2M|, |D1F |+ |FM| ≥ |D1M|.
两个不等式相加，并利用|EM|+|FM| = |EF |得到|D2E|+|EF |+|FD1| ≥ |D1M|+
|D2M|. 而|D1M| + |D2M| > |D1A| + |D2A| = 2|AD|, 等号成立只能是M = A的时
候，此时E, F也移动到A处，不构成三角形。

10、过空间四面体ABCD顶点分别作垂线lA ⟂ 平面BCD, lB ⟂ 平面ACD,
lC ⟂平面ABD, lD ⟂平面ABC.证明：若AB ⟂ CD,AC ⟂ BD,则直线lA,lB,lC ,lD交
于一点。
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证明. 第一步：证明AD ⟂ BC. 设A在平面BCD上的射影为H1. 由于AB ⟂ CD, 据
三垂线定理的逆定理知道BH1 ⟂ CD,设垂足为B1. 由于AC ⟂ BD,再由三垂线定理
的逆定理得知CH1 ⟂ BD, 这说明H1是三角形BCD的垂心，进而DH1 ⟂ BC，据三
垂线定理得知AD ⟂ BC.

第二步：找出所求的交点H , 先证明BH所在直线就是lB. 在三角形ABB1内，
过B作AB1的垂线，垂足记作H2, 并记BH2交AH1于点H . 现在有BH ⟂ AB1. 另一
方面，因为H在平面BCD内的射影为H1, BH1 ⟂ CD, 所以据三垂线定理的逆定理
得知BH ⟂ CD. 因为AB1, CD不平行，所以BH ⟂平面ACD,这说明BH所在直线就
是lB.
第三步：证明CH所在直线就是lC .同样由三垂线定理的逆定理知道CH ⟂ BD.

接下来只要证明CH ⟂ AD即可。为此，我们计算内积 ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗CH ⋅ ⃖⃖⃖⃖⃖⃗AD = ⃖⃖⃖⃖⃖⃗CB⋅ ⃖⃖⃖⃖⃖⃗AD+ ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗BH ⋅ ⃖⃖⃖⃖⃖⃗AD.
由于AD ⟂ BC, 所以 ⃖⃖⃖⃖⃖⃗CB ⋅ ⃖⃖⃖⃖⃖⃗AD = 0; 又因为BH ⟂平面ACD, 所以 ⃗BH ⋅ A⃗D = 0, 这就
证明了CH ⟂ AD,进而CH ⟂平面ABD.
同理，可以证明DH ⟂平面ABC. 这就说明lA,lB,lC ,lD四线共点于H .

11、设A =
2025
∑

i=1
ai, B =

2025
∑

i=1
bi (ai, bi ∈ ℝ). 证明:

2025
∑

i=1

√

a2i + b
2
i ≥

√

A2 + B2. 并给

出等号成立的充要条件。

证明. 设向量v⃗i = (ai, bi), 则不等式变为|v⃗1| +⋯ + |v⃗2025| ≥ |v⃗1 +⋯ + v⃗2025|. 两边平
方，则只要证明

2025
∑

i=1
|v⃗i|

2 + 2
∑

1≤i<j≤2025
|v⃗i||v⃗j| ≥

|

|

|

|

|

|

2025
∑

i=1
v⃗i
|

|

|

|

|

|

2

=
2025
∑

i=1
|v⃗i|

2 + 2
∑

1≤i<j≤2025
v⃗i ⋅ v⃗j .

而由|v⃗i||v⃗j| ≥ v⃗i⋅v⃗j知不等式显然成立。等号成立当且仅当所有v⃗i共线且同向，即a1∕b1 =
⋯ = a2025∕b2025. (不妨设全体bi ≠ 0,否则颠倒分子分母或者达不到等号.)

12、设随机变量X, Y相互独立且具有相同分布列，问：X + Y的分布列是否可
能为

ℙ(X + Y = k) =
min{k, 14 − k}

47
, k = 2, 3,⋯ , 12?

证明. 我们证明这不可能。首先据X, Y独立同分布知，X可能的取值只有1、2、3、
4、5、6，且由对称性知pk ∶= ℙ(X = k)满足pk = p7−k.

由于X + Y = 2只可能是X = Y = 1,所以p21 =
2
47

.
若X + Y = 3, 则只可能是X = 1, Y = 2或Y = 1, X = 2, 这说明2p1p2 =

3
47

, 解
得p2 =

3
4
p1.
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若X + Y = 4, 则只可能是X = 1, Y = 3或Y = 3, X = 1或X = Y = 2, 这说
明2p1p3 + p22 =

4
47
= 2p21,解得p3 =

23
32
p1.

另一方面p1 + p2 + p3 =
1
2
,所以 79

32
p1 =

1
2
,这和p21 =

2
47
矛盾。
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