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2025 年随机过程期中试卷

注：原试卷为英文，试题主要由回忆得到，部分记号可能与原题不同

题目 1. 对于 σ 域 F 和随机变量 X ∈ F，E|X| < ∞，考虑有界凸函数 φ(x)，若已知

E[φ(X)] = E[φ(E[X|F ])],

证明
E[φ(X)|F ] = φ(E[X|F ]).

（提示：你可以使用 Jensen 不等式）

题目 2. 考虑一列平方可积的随机变量 {Xn}，若 {Sn =
∑n

k=0 Xk} 为关于一族 σ 域
{Fn, n ≥ 0} 的鞅，证明

E[S2
n] = E[

n∑
k=0

X2
k ].

题目 3. {Xn} 为一列独立同分布的随机变量，满足 P (Xn = −1) = 1
2
, P (Xn = 1) = 1

2
；

Fn = σ(X1, . . . , Xn)为自然滤流；考虑简单对称随机游走 Sn =
∑n

k=1 Xk, S0 = 0 和停时
T 满足 ET < ∞，证明：
(i) {S2

n − n} 是关于 Fn 的鞅；
(ii) ET = E[S2

T ]

(iii) E[ST ] = 0

题目 4. {Xn} 为 Markov 链，转移矩阵为 (p(x, y))；记 pn(x, y) = Px(Xn = y),
Tx = inf{k ≥ 0;Xk = x}, fn(x, y) = Px(Ty = n)，证明

pn(x, y) =
n∑

k=1

fk(x, y)pn−k(y, y).

题目 5. {Xn} 是状态空间为 S 的 Markov 链，转移矩阵为 (p(x, y))；对 a ∈ S，记
τa = inf{k;Xk = a}；Fn = σ(X1, . . . , Xn) 为自然滤流；对于 α > 0，满足以下条件的有
界函数 h 被称作 α-上调和函数 (α-superharmonic function)∑

y∈S

p(x, y)h(y) ≤ eαh(x)

证明：(i) 对于 α-上调和函数 h(y)，{e−αnh(Xn)} 是关于 Fn 的上鞅
(ii) 对于 α-上调和函数 h(y)，记 pn(x, y) = Px(Xn = y)，有∑

y∈S

pn(x, y)h(y) ≤ enαh(x)

(iii) h(y) = Ey[e
−ατa ] 为 α-上调和函数。
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题目 6. {Xn} 是状态空间为 S 的 Markov 链，转移矩阵为 (p(x, y))；给定其平稳分布
π(y)，证明：
(i) ∑

x∈S

pn(x, y)π(x) = π(y)

(ii) 如果 p 不可约，则对任意的 x ∈ S 有 π(x) > 0
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