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一、嘨嘱嘲分嘩 设离散时间 噍噡噲噫噯噶 链 {Xn, n 嘽 嘰, 嘱, 嘲, . . .} 的状态空间为 {嘱, 嘲, 嘳, 嘴}，且转移概率矩
阵为 

嘱 嘰 嘰 嘰

嘰.嘲 嘰.嘳 嘰.嘵 嘰

嘰 嘰.嘶 嘰.嘴 嘰

嘰 嘰 嘰 嘱


嘨嘱嘩 指出该 噍噡噲噫噯噶 链有几个类，并写出每个类所包含的状态。

嘨嘲嘩 记 T 嘽 噭噩噮{n ≥ 嘰 嘺 Xn 嘽 嘱 或 嘴}，试求 E噛T |X0 嘽 嘲噝。

二、嘨嘳嘰分嘩 设有一个质点在如原所示的二叉树上嘨共 m 嘽 嘳 层嘩作随机游走。它从顶点 嘰 出发，每

隔单位时间等概率沿边转移到某个邻点上。以 Xn 表示该质点所在顶点的编号，则 {Xn, n ≥ 嘰} 为一
噍噡噲噫噯噶 链。
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嘨嘱嘩 试写出该噍噡噲噫噯噶链的一步转移概率矩阵 P3。

嘨嘲嘩 对任意顶点 i 嘨嘰 ≤ i ≤ 嘶嘩，讨论其周期性和常返性。

嘨嘳嘩 对任意顶点 i 嘨嘰 ≤ i ≤ 嘶嘩，求质点从 i 出发后首次返回 i 所需平均步数 µi。

嘨嘴嘩 在稳态条件下，该噍噡噲噫噯噶链是否时间可逆？需说明理由。

嘨嘵嘩 对一般的 m 嘨m ≥ 嘱嘩，试求该噍噡噲噫噯噶链的平稳分布（可不写计算过程）。

三、嘨嘱嘶分嘩 设连续时间 噍噡噲噫噯噶 链 {X嘨t嘩, t ≥ 嘰} 的状态空间为 {嘱, 嘲, 嘳}，且其 Q 矩阵为
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嘨嘱嘩 求对应嵌入链的转移概率矩阵。
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嘨嘲嘩 当 t → ∞ 时，求 X嘨t嘩 的极限分布。

四、嘨嘱嘰分嘩设 {X嘨t嘩, t ≥ 嘰}为一个线性生灭过程，且生长率和死亡率分别为 λn 嘽 nλ和 µn 嘽 nµ嘬

n ≥ 嘰，其中 λ, µ > 嘰 为给定常数。如果初始状态 X嘨嘰嘩 嘽 嘱，试求灭绝概率 q 嘽 噬噩噭t→∞ P 嘨X嘨t嘩 嘽

嘰|X嘨嘰嘩 嘽 嘱嘩。

五、嘨嘱嘴分嘩 设 {B嘨t嘩, t ≥ 嘰} 为标准 噂噲噯噷噮 运动。

嘨嘱嘩 试求随机变量 X 嘽 B嘨嘱嘩 嘫B嘨嘲嘩 嘫B嘨嘳嘩 的分布。

嘨嘲嘩 在给定 B嘨嘲嘩 嘽 嘱 的条件下，试求 B嘨嘱嘩 和 B嘨嘳嘩 嘫B嘨嘴嘩 的联合分布。

六、嘨嘱嘸分嘩 考虑一质点在直线上从正整数 a 出发的简单对称随机游走，其中 嘰 和 K嘨K > a嘩 为两

个吸收态。设 Sn 表示时刻 n 该质点的位置，S0 嘽 a，而 T 嘽 噭噩噮{n 嘺 Sn 嘽 嘰 或 K}，记
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嘨嘱嘩 证明 {Mn, n ≥ 嘰} 为鞅。
嘨嘲嘩 试利用停时定理来求解 E噛

∑T
k=0 Sk噝。

七、嘨附加题嘬 嘱嘰分嘩 证明标准 噂噲噯噷噮 运动 {B嘨t嘩, t ≥ 嘰} 在任一区间 噛嘰, t噝 上的二次变差为 t，

即对区间 噛嘰, t噝 上的任意分割 嘰 嘽 t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 嘽 t，当 n → ∞ 时，若最大间隔

噭噡噸0≤i≤n嘨ti+1 − ti嘩 → 嘰，则有 Qn 嘽
∑n

k=0噛B嘨tk+1嘩−B嘨tk嘩噝
2 依概率收敛到 t。


