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线性代数(B1)期末试卷 参考答案

一、 【每小题 5分】填空题:

1.

−2 −1 1

4 2 −2

−2 −1 1


2. 39

3.

(
O C−1

B−1 −B−1AC−1

)

4.
(
−4 3 3

)T
5. β = 3α1 − α2 + 2α3

6. (x− 1)(x− 2)(x− 3), x(x− 1)(x− 2)(x− 3). (此题答案不唯一)
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二、 【每小题 5分(判断正误 2分，理由 3分)】判断题

1. 对任意m× n矩阵 A, 总存在 n×m矩阵 B, 满足 ABA = A.

对. 设 rank(A) = r, 则存在可逆矩阵 P , Q, 使得 A = P

(
Ir O

O O

)
Q.

取 B = Q−1

(
Ir O

O O

)
P−1即可.

2. 考虑两个m× n矩阵 A和 B. 若 A的列向量组 α1, α2, · · · , αn与 B的列向量组

β1, β2, · · · , βn等价, 则 rank(A) = rank

(
A

B

)
= rank(B).

错. 反例: 考虑 A =

(
1 0 0

0 0 1

)
, B =

(
1 0 0

0 1 0

)
. 此时

(
A

B

)
=


1 0 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

.

显然 α1, α2, α3与 β1, β2, β3等价, 而 rank(A) = rank(B) = 2, rank

(
A

B

)
= 3.

3.已知向量组 α1, α2, α3线性无关,则向量组 2α1−α2+8α3, −α1+5α2+5α3, 3α1−4α2+7α3

也线性无关.

错. 记 β1 = 2α1 − α2 + 8α3, β2 = −α1 + 5α2 + 5α3, β3 = 3α1 − 4α2 + 7α3.

则 (β1 β2 β3) = (α1 α2 α3)

 2 −1 3

−1 5 −4

8 5 7

 = (α1 α2 α3)T .

由 |T | = 0, 可知 rank(β1, β2, β3) = rank(T ) < 3, ∴ β1, β2, β3线性相关.

4. 已知 A为 4阶非零实矩阵, 满足 A∗ = AT. 则 |A| = 1.

对. (1)由 A∗ = AT得 ATA = A∗A = |A|I4. 等式两边同时求行列式, 得 |A| = 0或 ±1.

(2)观察矩阵 ATA和 A∗A的主对角线上的元素, 可知 |A| > 0.

(3)若 |A| = 0, 则 rank(A) 6 3.

当 rank(A) < 3时, A∗ = O, ∴ AT = A∗ = O. 这与已知条件 A ̸= O矛盾.

当 rank(A) = 3时, rank(A∗) = 1, 而 rank(AT) = 3, 与已知条件 A∗ = AT矛盾. ∴ |A| ̸= 0.

由 (1)(2)(3)得 |A| = 1.
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三、 【7+6=13分】考虑线性方程组


x1 +2x2 +5x3 = 3

x1 +ax2 −2x3 = 2

2x1 +5x2 +ax3 = 5

.

(1) 问 a为何值时, 该方程组无解？有唯一解？有无穷多解？

(2) 在有解的情况下, 给出方程组的通解.

解: 记 A =

1 2 5

1 a −2

2 5 a

. 计算得 |A| = (a− 3)(3− 9).

情形 1: 当 a ̸= 3且 a ̸= 9时, 方程组有唯一解.

利用 Cramer法则. 可求得唯一解

(
3a− 20

a− 9
,

1

9− a
,

1

9− a

)T

.

情形 2: 当 a = 3时,1 2 5 3

1 3 −2 2

2 5 3 5

 初等行变换−−−−−−−−−→

1 2 5 3

0 1 −7 −1

0 0 0 0

, ∴ 方程组有无穷多解.

通解为

5− 19t

−1 + 7t

t

 , (t ∈ F).

情形 3: 当 a = 9时,1 2 5 3

1 9 −2 2

2 5 9 5

 初等行变换−−−−−−−−−→

1 2 5 3

0 0 0 6

0 1 −1 −1

, ∴ 方程组无解.
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四、 【12分】计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 + x2

1 1 + x3
1 1 + x4

1

1 + x2 1 + x2
2 1 + x3

2 1 + x4
2

1 + x3 1 + x2
3 1 + x3

3 1 + x4
3

1 + x4 1 + x2
4 1 + x3

4 1 + x4
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

解:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

0 1 + x1 1 + x2
1 1 + x3

1 1 + x4
1

0 1 + x2 1 + x2
2 1 + x3

2 1 + x4
2

0 1 + x3 1 + x2
3 1 + x3

3 1 + x4
3

0 1 + x4 1 + x2
4 1 + x3

4 1 + x4
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

−1 x1 x2
1 x3

1 x4
1

−1 x2 x2
2 x3

2 x4
2

−1 x3 x2
3 x3

3 x4
3

−1 x4 x2
4 x3

4 x4
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

0 x1 x2
1 x3

1 x4
1

0 x2 x2
2 x3

2 x4
2

0 x3 x2
3 x3

3 x4
3

0 x4 x2
4 x3

4 x4
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

1 x1 x2
1 x3

1 x4
1

1 x2 x2
2 x3

2 x4
2

1 x3 x2
3 x3

3 x4
3

1 x4 x2
4 x3

4 x4
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= D1 −D2

对 D1和 D2分别使用Vander Monde行列式的结论, 可得

D1 = 2x1x2x3x4

∏
16i<j64

(xj − xi)

D2 = (x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − 1)(x4 − 1)
∏

16i<j64

(xj − xi)

∴ D = [2x1x2x3x4 − (x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − 1)(x4 − 1)]
∏

16i<j64

(xj − xi)
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五、 【6+3+8=17分】考虑矩阵 A =


1 2 3 5

2 1 0 7

−1 0 1 −3

3 2 1 11

.

(1) 求 rank(A). 写出 A的列向量组的一个极大线性无关组.

(2) 记 V = {X ∈ R4×4 | AX = O}. 证明 V 是 R4×4的一个子空间.

(3) 求 dimV . 写出 V 的一组基.

(1) 解: 计算可知 rank(A) = 2.

所以任取 A的两列都是它的列向量组的一个极大线性无关组.

(2) 证明需要说明三点: V 非空; V 对加法运算封闭; V 对数乘运算封闭.

(3) 解:

注意到以 A为系数矩阵的齐次线性方程组的解空间 VA有一组基 ξ1 =


1

−2

1

0

, ξ2 =


−3

−1

0

1

.

记 X =
(
γ1 γ2 γ3 γ4

)
. 则 X ∈ V ⇐⇒ γi ∈ VA ⇐⇒ γi = ti1ξ1 + ti2ξ2

∴
(
ξ1 0 0 0

)
,
(
ξ2 0 0 0

)
,
(
0 ξ1 0 0

)
,
(
0 ξ2 0 0

)
,
(
0 0 ξ1 0

)
,
(
0 0 ξ2 0

)
,(

0 0 0 ξ1

)
,
(
0 0 0 ξ2

)
是 V 的一组基, dimV = 8.
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六、 【4+4=8分】考虑 n阶实方阵 A = (aij)n×n, 其中 n > 2.

(1) 证明: 若对每个 1 6 i 6 n都有

2|aii| >
n∑

j=1

|aij|,

则 det(A) ̸= 0.

(2) 证明: 若对每个 1 6 i 6 n都有

2aii >
n∑

j=1

|aij|,

则 det(A) > 0.

(1) 证明:（反证法）假设 det(A) = 0. 考虑 A的列向量分块 A = (β1, . . . , βn).

则 β1, . . . , βn线性相关. 从而存在不全为零的 k1, . . . , kn, 使得 k1β1 + · · ·+ knβn = 0.

不妨设 |k1|, . . . , |kn|中最大者为 |kt|, 其中 1 ≤ t ≤ n. 由不全为零, 有 |kt| ̸= 0.

考虑向量等式 k1β1 + · · ·+ knβn = 0中的第 t个分量, 得到
∑n

j=1 kjatj = 0,

从而 att = −
∑

j ̸=t
kj
kt
atj. 于是,

|att| = |
∑
j ̸=t

kj
kt
atj| 6

∑
j ̸=t

|kj
kt
atj| 6

∑
j ̸=t

|atj|.

进而, 2|att| ≤
∑n

j=1 |atj|. 与条件矛盾.

因此, det(A) ̸= 0得证.

(2) 证明: 注意满足第(2)问条件, 则自然满足第(1)问条件. 由第(1)问结论已有 det(A) ̸= 0.

（反证法）假设 det(A) < 0. 考虑方阵 A(x)如下定义得到: 将 A中非对角线元素都乘以 x,

对角线元素不变. 令 f(x) = det(A(x)), 这是关于 x的多项式. 则 f(0) = a11 · · · ann > 0.

而由反证法假设 f(1) = det(A) < 0. 从而, 存在 0 < x0 < 1使得 f(x0) = det(A(x0)) = 0.

而新的方阵 A(x0)也具备题中的条件, 由第(1)问结论应该有对应行列式非零. 矛盾.

因此, det(A) > 0得证.
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