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中国科学技术大学
2025年秋季学期偏微分方程课堂测验答案

考试时间：2025年12月18日 16:00–17:20 课堂号：001122.01

试题 1 (20分). 填空题，不需要写过程

(1) (5分) 设空间维数𝑑 ⩾ 2, 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ𝑑)是径向函数，即𝑢(𝒙)的取值仅依赖𝑟 ∶= |𝒙|. 若令𝑣(𝑟) =
𝑢(|𝒙|),则∆𝑢(𝒙) = 𝑣′′(𝑟) + 𝑑−1

𝑟
𝑣′(𝑟) (请用含𝑣(𝑟), 𝑣′(𝑟), 𝑣′′(𝑟)的式子表示)。

评分标准：本题5分，其它答案不得分。课堂上两次提到过，本题做不出来要打屁股。
(2) (6分)考虑传输方程的初值问题

𝑥𝜕𝑡𝑢 + 𝑡𝜕𝑥𝑢 = 0 (𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑒−2𝑥2 (𝑥 ∈ ℝ).

则特征线的方程为 𝑥2 = 𝑡2 + 𝐶 (𝐶 ∈ ℝ) .

方程解的表达式为 𝑢(𝑡, 𝑥) =
⎧

⎨
⎩

𝑒−2(𝑥2−𝑡2) |𝑥| ⩾ 𝑡

𝐹(𝑥2 − 𝑡2)其中𝐹 ∈ 𝐶1(ℝ) |𝑥| < 𝑡
.

评分标准：第一空2分，第二空4分，|𝑥| ⩾ 𝑡和|𝑥| < 𝑡情况各2分。本题为习题1.1.2改数字。
(3) (5分)考虑Burgers方程

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 0 (𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ), 𝑢(0, 𝑥) = 1958 − 2025𝑥 (𝑥 ∈ ℝ).

则解的爆破时间为𝑡 = 1
2025 ，解在爆破时间之前的表达式为 𝑢(𝑡, 𝑥) = 1958 − 2025𝑥

1 − 2025𝑡 .

评分标准：第一空2分，第二空3分。本题为1.1节的Burgers方程，其中得到𝑢 = 𝜑(𝑥 − 𝑢𝑡).
(4) (4分)考虑传输方程

𝜕𝑡𝑢 − 11𝜕𝑥𝑢 = 0 (𝑡 > 0, 𝑥 < 0), 𝑢(0, 𝑥) = 45𝑥 + 14 (𝑥 ⩽ 0), 𝑢(𝑡, 0) = 𝑔(𝑡) (𝑡 ⩾ 0).

其中𝑔 ∈ 𝐶1([0,∞)). 则当𝑔(0) = 14 , 𝑔′(0)= 495 时，方程的解𝑢 ∈ 𝐶1([0,∞) × (−∞, 0]).
评分标准：每空2分，共4分。本题为1.2节传输方程边值问题中的初值相容性条件的结论。
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试题 2 (10分). 用傅立叶变换方法计算如下Laplace方程有界解的表达式，其中𝜑 ∈ 𝒮(ℝ).

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 (𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 > 0), 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) (𝑥 ∈ ℝ).

解. 对𝑥变量作傅立叶变换可得到关于𝑦变量的常微分方程

−𝜉2𝑢̂(𝜉, 𝑦) + 𝑢̂𝑦𝑦(𝜉, 𝑦) = 0, 𝑢̂(𝜉, 0) = 𝜑̂(𝜉). 𝜉 ∈ ℝ, 𝑦 > 0.

该常微分方程的通解为

𝑢̂(𝜉, 𝑦) = 𝐶1(𝜉)𝑒−|𝜉|𝑦 + 𝐶2(𝜉)𝑒|𝜉|𝑦.

因为我们要求方程的解有界，所以应该去掉指数增长的部分𝑒|𝜉|𝑦(否则其傅立叶逆变换的积分不收
敛)，因此带入初值得到𝑢̂(𝜉, 𝑦) = 𝑒−|𝜉|𝑦𝜑̂(𝜉) (𝑦 > 0).

令𝐹𝑦(𝜉) ∶= 𝑒−|𝜉|𝑦,计算它的傅立叶逆变换如下：

𝐹̌𝑦(𝑥) =
1

√
2𝜋

∫
ℝ
𝑒𝑖𝑥𝜉−|𝜉|𝑦 d𝜉

= 1
√
2𝜋

(∫
0

−∞
𝑒(𝑖𝑥+𝑦)𝜉 d𝜉 + ∫

+∞

0
𝑒(𝑖𝑥−𝑦)𝜉 d𝜉)

= 1
√
2𝜋

( 1
𝑖𝑥 + 𝑦 −

1
𝑖𝑥 − 𝑦) =

√
2
𝜋

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 .

最后，利用傅立叶变换的性质（卷积↔乘积）可得

𝑢(𝑥, 𝑦) = (𝑢̂(⋅, 𝑦))∨(𝑥) = 1
√
2𝜋

(𝐹̌𝑦 ∗ 𝜑)(𝑥) =
1
𝜋 ∫

ℝ

𝑦
(𝑥 − 𝑧)2 + 𝑦2

𝜑(𝑧) d𝑧.

评分标准：满分10分，本题是习题2.4.2的原题。

• 对𝑥变量作傅立叶变换得到正确的常微分方程，得2分。
• 正确求解𝑢̂(𝜉, 𝑦)常微分方程，得2分。
• 正确计算𝐹𝑦(𝜉)的傅立叶逆变换，得4分。
• 计算出𝑢的表达式，得2分。
• 计算𝑢̂和𝐹̌𝑦(⋅)时，|𝜉|漏掉绝对值的，得一半分。
• 傅立叶逆变换中系数

√
2∕𝜋算错、最后一步乘积变卷积写错系数1∕

√
2𝜋的，各扣1分。
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试题 3 (20分). 考虑一根两端固定的弦发生阻尼振动的方程，阻尼系数𝑑 ∈ (0, 2].

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑑𝑢𝑡 = 0 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 𝜋;

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 0 𝑡 ⩾ 0;

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 0 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋.

其中初值𝜑 ∈ 𝐶3([0, 𝜋])满足相容性条件𝜑(0) = 𝜑(𝜋) = 𝜑′′(0) = 𝜑′′(𝜋) = 0.

(1) (12分)用分离变量法求出方程解的表达式（用含𝜑的式子表示）。
(2) (4分)若0 < 𝑑 < 2，证明：存在仅依赖初值𝜑的常数𝐶 > 0，使得(1)中求得的解满足

|𝑢(𝑡, 𝑥)| ⩽ 𝐶𝑒−
𝑑
2
𝑡, ∀𝑡 > 0, 𝑥 ∈ (0, 𝜋).

(3) (4分)若𝑑 = 2，是否存在不恒为零且满足相容性条件的𝜑(𝑥)，使得对任意固定的𝑥 ∈ (0, 𝜋)有

lim sup
𝑡→+∞

𝑒𝑡|𝑢(𝑡, 𝑥)| = +∞

成立？若是，请构造一个满足该式的𝜑(𝑥)，否则请证明这个式子不对。

证明. (1)将具有变量分离形式的解𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑇(𝑡)𝑋(𝑥)代入阻尼波方程，得到

𝑇′′(𝑡)𝑋(𝑥) − 𝑇(𝑡)𝑋′′(𝑥) + 𝑑𝑇′(𝑡)𝑋(𝑥) = 0 ⇒ 𝑇′′(𝑡) + 𝑑𝑇′(𝑡)
𝑇(𝑡)

= 𝑋′′(𝑥)
𝑋(𝑥)

= −𝜆(常数).

现在求解𝑋满足的常微分方程得到

−𝑋′′(𝑥) = 𝜆𝑋(𝑥) (0 < 𝑥 < 𝜋), 𝑋(0) = 𝑋(𝜋) = 0 ⇒ 𝜆𝑛 = 𝑛2, 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝑛𝑥.

将该特征值代入𝑇的方程，得到

𝑇′′𝑛 (𝑡) + 𝑑𝑇′𝑛(𝑡) + 𝑛2𝑇𝑛(𝑡) = 0.

其特征方程为𝑟2𝑛 + 𝑑𝑟𝑛 + 𝑛2 = 0.

• 若0 < 𝑑 < 2,则特征方程的判别式𝑑2 − 4𝑛2 < 4 − 4 × 1 = 0. 这说明对任意正整数𝑛,该特征方

程只有复根𝑟±𝑛 =
−𝑑 ± 𝑖

√
4𝑛2 − 𝑑2
2 . 根据常微分方程理论，我们知道必有

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒−
𝑑
2
𝑡 [𝐴𝑛 cos(∆𝑛𝑡) + 𝐵𝑛 sin(∆𝑛𝑡)] 其中∆𝑛 ∶=

√
𝑛2 − 𝑑2

4 .
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此时，原方程的解为

𝑢(𝑡, 𝑥) =
∞∑

𝑛=1
𝑇𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥) =

∞∑

𝑛=1
𝑒−

𝑑
2
𝑡 [𝐴𝑛 cos(∆𝑛𝑡) + 𝐵𝑛 sin(∆𝑛𝑡)] sin(𝑛𝑥).

接下来确定系数𝐴𝑛, 𝐵𝑛. 令𝑡 = 0,据傅立叶系数的唯一性有

𝜑(𝑥) =
∞∑

𝑛=1
𝐴𝑛 sin(𝑛𝑥) ⇒ 𝐴𝑛 =

2
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜑(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥.

再看时间导数的初值。据傅立叶系数唯一性，我们有

0 = 𝑇′𝑛(0) = −𝑑2𝐴𝑛 + ∆𝑛𝐵𝑛 ⇒ 𝐵𝑛 =
𝑑
2∆𝑛

𝐴𝑛 =
𝑑

𝜋
√
𝑛2 − 𝑑2

4

∫
𝜋

0
𝜑(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥.

• 若𝑑 = 2,则特征方程在𝑛 = 1时判别式为0，其它情况仍为负。此时𝑇′′1 (𝑡)+2𝑇′1(𝑡)+𝑇1(𝑡) = 0的
解为

𝑇1(𝑡) = (𝐴1 + 𝐵1𝑡)𝑒−𝑡.

而𝑛 ⩾ 2时仍有

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒−𝑡 [𝐴𝑛 cos(∆𝑛𝑡) + 𝐵𝑛 sin(∆𝑛𝑡)] 其中∆𝑛 ∶=
√
𝑛2 − 1.

因此方程解的表达式为

𝑢(𝑡, 𝑥) =
∞∑

𝑛=1
𝑇𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥) = (𝐴1 + 𝐵1𝑡)𝑒−𝑡 +

∞∑

𝑛=2
𝑒−𝑡 [𝐴𝑛 cos(∆𝑛𝑡) + 𝐵𝑛 sin(∆𝑛𝑡)] .

下面利用初值确定系数𝐴𝑛, 𝐵𝑛 (𝑛 ≥ 1). 同样，据傅立叶系数唯一性，得

𝐴𝑛 =
2
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜑(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥 ∀𝑛 ⩾ 1.

再看时间导数初值。据傅立叶系数唯一性，我们有

𝑛 = 1, 0 = 𝑇′1(0) = −𝐴1 + 𝐵1 ⇒ 𝐵1 = 𝐴1 =
2
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜑(𝑥) sin 𝑥 d𝑥.

∀𝑛 ⩾ 2, 0 = 𝑇′𝑛(0) = −𝐴𝑛 + ∆𝑛𝐵𝑛 ⇒ 𝐵𝑛 =
1
∆𝑛
𝐴𝑛 =

2
√
𝑛2 − 1

∫
𝜋

0
𝜑(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥.
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(2)当0 < 𝑑 < 2时，我们有

𝑢(𝑡, 𝑥) =
∞∑

𝑛=1
𝑒−

𝑑
2
𝑡𝐴𝑛 [cos(∆𝑛𝑡) +

𝑑
2∆𝑛

sin(∆𝑛𝑡)] sin(𝑛𝑥),

其中

𝐴𝑛 =
2
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜑(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥, ∆𝑛 =

√
𝑛2 − 𝑑2

4 .

因为𝜑 ∈ 𝐶3([0, 𝜋]), 所以据傅立叶系数衰减性知𝐴𝑛 = 𝑂(𝑛−3)(实际上根据Riemann-Lebesgue引理应
该是𝑜(𝑛−3)), 这表明方程解的表达式中的级数一致收敛且绝对收敛，并且∑

𝑛
|𝐴𝑛| < ∞. 因此我们

得到衰减估计

|𝑢(𝑡, 𝑥)| ⩽ 𝑒−
𝑑
2
𝑡
∞∑

𝑛=1
|𝐴𝑛| (1 +

𝑑
√
4𝑛2 − 𝑑2

) ⩽ 𝐶𝑒−
𝑑
2
𝑡.

(3) 当𝑑 = 2时，我们只需要让𝑛 ⩾ 2的𝑂(𝑒−𝑡)部分消失即可。例如，取𝜑(𝑥) = sin 𝑥, 则由三
角函数在𝐿2([0, 𝜋])中的正交性知，全体𝐴𝑛, 𝐵𝑛 (𝑛 ⩾ 2)皆为零，而𝐴1 = 𝐵1 = 1, 此时方程的解为
𝑢(𝑡, 𝑥) = (1 + 𝑡)𝑒−𝑡 sin 𝑥，而它显然满足lim sup

𝑡→+∞
𝑒𝑡|𝑢(𝑡, 𝑥)| = +∞.

评分标准：满分20分，本题改编自习题3.1.2。

• 第(1)问满分12分，其中

– 分离变量时(4分)，得到(1)解答的第二行得1分；正确求解𝑋(𝑥)的常微分方程，得2分；
正确写出𝑇𝑛(𝑡)的常微分方程，得1分。

– 0 < 𝑑 < 2时(5分)，正确计算𝑇𝑛(𝑡)得2分，得到𝑢(𝑡, 𝑥)的表达式得1分。确定𝐴𝑛, 𝐵𝑛各1分。

– 𝑑 = 2时(3分)，正确求得𝑇1(𝑡)得2分，得到𝑢(𝑡, 𝑥)的表达式得1分。

• 第(2)问满分4分，其中必须说明
∑
𝑛
|𝐴𝑛| < ∞ (3分), 不等式放缩1分。解的表达式中的级数一

致收敛性等可不说明（上课证过）。

• 第(3)问满分4分，答案不唯一。但是𝐴1, 𝐵1必须不能为零（2分）；且所构造的初值必须满足
相容性条件（2分），即𝜑(0) = 𝜑(𝜋) = 𝜑′′(0) = 𝜑′′(𝜋) = 0.


