




《数值分析》期中考试解答

日期：May 10, 2025

四.(1)只需要考虑取 f(x) = 1, x,∫ 1

−1

1dx = w0 + w1,

∫ 1

−1

xdx = w0(−α) + w1α

解得 w0 = w1 = 0.
(2)在（1）的基础上，只需要考虑取 f(x) = x2，∫ 1

−1

x2dx = (−α)2 + α2

解得 α = 1/
√
3

五.(1)如下等式在计算中是有用的∫ 1

0

xn(− ln x)dx =
1

(n+ 1)2

先取 0次多项式 ϕ1(x) = 1,那么 1次多项式为

ϕ2(x) = x−
∫ 1

0
x · 1(− ln x)dx∫ 1

0
1 · 1(− ln x)dx

= x− 1

4

2次多项式为

ϕ3(x) = x2 −
∫ 1

0
x2 · x(− ln x)dx∫ 1

0
1 · 1(− ln x)dx

−
∫ 1

0
x2 · (x− 1/4)(− ln x)dx∫ 1

0
(x− 1/4)2(− ln x)dx

(x− 1

4
)

= x2 − 1

9
− 5

7
(x− 1

4
)

= x2 − 5

7
x+

17

252
(2)1点的积分节点为 ϕ2(x)的根,即 x1 = 1/4,权重为

w1 =

∫ 1

0

(− ln x)dx = 1

2点的积分节点为 ϕ3(x)的根，即

x1 =
5

14
+

√
106

42
, x2 =

5

14
−

√
106

42
对应权重为

w1 =

∫ 1

0

x− x2

x1 − x2

(− ln x)dx =
1

2
− 9

4
√
106

, w2 =

∫ 1

0

x− x1

x2 − x1

(− ln x)dx =
1

2
+

9

4
√
106
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六. 任取 0 ≤ q ≤ r，有

∥u− P2Nu∥2 = ∥
∑
|n|>N

ûne
inx∥2 = 2π

∑
|n|>N

|ûn|2

≤ 2π
∑
|n|>N

1

n2q
|nqûn|2 ≤

2π

N2q

∑
|n|>N

|nqûn|2 =
2π

N2q

∑
|n|>N

|û(q)
n|2

≤ 1

N2q
∥u(q)∥2

综上，

∥u− P2Nu∥ ≤ 1

N q
∥u(q)∥, ∀0 ≤ q ≤ r

七. 若 p(x)是 f(x)的最佳一致逼近，记 ∥p− f∥ = C = ming∈V ∥f − g∥,有

max
x∈[−a,a]

|p(x)− f(x)| = C

取换元 y = −x,有

C = max
y∈[−a,a]

|p(−y)− f(−y)| = max
y∈[−a,a]

|p(−y)− f(y)|

因此 p(−x)也为 f(x)的最佳一致逼近，由唯一性知 p(x) = p(−x),p(x)为偶函数.
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