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一、【30 分】如下三小问每问 10 分.

(1) 分别叙述实数列的上极限和实数集的闭包的定义.

(2) 设实数列 {xn} 有子列 {xkn} 严格单调收敛于 a. 证明: a 是集合 {x1, x2, · · · }

的聚点.
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(3) 设 {xn}是有界实数列,记它的极限点集合为 A. 证明: 并集 A∪{x1, x2, x3, · · · }

是 R 的闭子集.

二、【24 分】设 f 为 R 上 2π 周期实值连续函数.

(1)【8 分】叙述 f 的傅里叶级数

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos nx+ bn sin nx)

的定义.
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(2)【8 分】设 f 在 x = 0 处存在左、右导数. 记

S0f(x) =
a0
2
, Snf(x) =

a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) , n = 1, 2, · · · .

证明: limn→∞ Snf(0) = f(0).

(3)【8 分】记 σnf =
S0f + S1f + · · ·+ Snf

n+ 1
, n = 1, 2, · · · . 证明: σnf 在 R 上一致

收敛于 f .
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三、【20 分】设 f : [−1, 1] → R 可微。

(1) 设导函数 f ′ 在 [−1, 1] 上连续。证明: f 在 [−1, 1] 上一致可微，即任取 ϵ > 0,

存在 δ > 0, 对于任意 x, y ∈ [−1, 1]，只要 0 < |x− y| < δ, 就有∣∣∣∣f ′(x)− f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ < ϵ.

(2) 在 (1) 中去掉“f ′ 在 [-1, 1] 上连续”之条件，请问 f 仍在 [−1, 1] 上一致可微

吗？若成立，请给证明；若否，请举反例。
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四、【26分】设 {fn}∞n=1 为定义在 R的紧致子集 D 上的连续实值函数列, 且在 D 上一致

收敛. 设
∑∞

n=1 an 为绝对收敛实级数.

(1)【4 分】设实数列 {bn} 满足对于任意 n 都有 |bn| ≤ |an|. 证明: 函数项级数∑∞
n=1 bnfn 在 D 上一致收敛.

(2)【4 分】证明: 函数族 F :=

{
∞∑
n=1

bnfn : |bn| ≤ |an|

}
一致有界，即存在正数 M ,

对于任意 f ∈ F 和任意 x ∈ D, 都有 |f(x)| ≤ M .
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(3)【8 分】证明: 函数族 F 一致等度连续, 即任取 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 对于任意

x, y ∈ D 且 |x− y| < δ, 对于任意 f ∈ F , 都有 |f(x)− f(y)| < ϵ.

(4)【10 分】证明: 任意 F 中的函数列 {gm : D → R} 都有一致收敛子列，且极限

函数属于 F .
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24/11/18 数分 (B3) 期中考试解答与评分标准

1. (i-ii) 略

(iii) 由于数列 {xn} 有界，那么 B := A ∪ {x1, x2, · · · } 是 R 的有界子集 (2 分).

任取 B 的聚点 y, 约化为证明 y ∈ A, i.e. y 是数列 {xn} 的极限点 (3 分).

事实上，由性质 14.46, 存在 B 中一列点 y1, y2, · · · 使得 y ̸= yn → y. 下面分两种情

况讨论.

• 若数列 {yn} 包含 {xn} 的无限多项，即包含其一子列，则 y ∈ A (2 分)。

• 若不然，则存在 N，对于任意 n > N：yn 属于 A \ {x1, x2, . . . }。不妨设任意

yn 都属于 A \ {x1, x2, . . . }。如下通过递推方式构造 {xn} 的收敛于 y 的子列

{xnk
} (3 分):

1. 当 k = 1 时，由于 y1 是 {xn} 的极限点，存在 xn1 与 y1 的距离小于 1；

2. 当 k = 2 时，由于 y2 是 {xn} 的极限点，存在 n2 > n1，使得 xn2 与 y2

的距离小于 1
2
；

3. 依次类推，对于一般 k ≥ 3，存在 nk > nk−1，使得 xnk
与 yk 的距离小于

1
k
。

2. (i,iii) 略

(ii) 由定理 15.47，只需证明：当 0 < |t| << 1 时, 函数

f(t) + f(−t)− 2f(0)

t

有界 (4 分). 事实上, 记 f 在 x = 0 处的左导数和右导数分别为 A 和 B, 当 t > 0 充

分小时, ∣∣∣∣f(t) + f(−t)− 2f(0)

t

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣f(t)− f(0)

t

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(−t)− f(0)

−t

∣∣∣∣
= |A|+ |B|+

∣∣∣∣o(t)t
∣∣∣∣ ≤ |A|+ |B|+ 1;

当 −t > 0 充分小时也成立相同的估计 (4 分).



3. (i) 由于 f ′ 在 [−1, 1] 上连续, 从而一致连续, i.e. 对于任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0,

对于任意 x, z ∈ [−1, 1] 且 |x − z| < δ, 成立 |f ′(x) − f ′(z)| < ϵ(5 分). 对于任意

x, y ∈ [−1, 1] 且 0 < |x− y| < δ, 由微分中值定理, 存在 x 与 y 之间的数 z, 使得

0 < |x− z| < |x− y| < δ,∣∣∣∣f ′(x)− f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ = |f ′(x)− f ′(z)| < ϵ (5 分).

(ii) 存在反例如下: 设 f(x) = x2 sin 1
x
, x ∈ [−1, 1](5 分). 事实上, f ′(0) = 0，且当

x ̸= 0 时我们有

f ′(x) = 2x sin 1

x
− cos 1

x
(2 分).

令 xn = 1
2nπ

, yn = − 1
2nπ

, n = 1, 2, · · · , 那么 |xn − yn| → 0 但∣∣∣∣f ′(xn)−
f(xn)− f(yn)

xn − yn

∣∣∣∣ = 1 (3 分).

4. (i) 先证明“{fn} 一致有界”. 事实上，由一致收敛的 Cauchy 准则, 存在 N , 对

于任意 k > N , 对于任意 x ∈ D, 都有

|fk(x)− fN(x)| < 1 (1 分).

由于 |f1|, · · · , |fN | 为紧致集合 D 上的连续函数, 它们都有界，记它们公共的界为

M ′(2 分). 那么函数列 {fn} 的界为 1 + M ′(1 分). 由于
∑∞

n=1 |an| < ∞ 与 Weier-

strass 判别法, 函数项级数
∑∞

n=1 bnfn 在 D 上一致收敛 (2 分).

(ii) F 的任意函数都有公共界

M := 1 + (1 +M ′)
∞∑
n=1

|an| (4 分).



4 (ii) 任取 ϵ > 0, 存在 N , 使得
∑∞

n=N+1 |an| < ϵ
4(1+M ′)

. 那么任取 f =
∑∞

n=1 bnfn，

对于任意 x, y ∈ D, 都有∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

bnfn(x)−
∞∑

n=N+1

bnfn(y)

∣∣∣∣∣ ≤ 2(1 +M ′) ·
∞∑

n=N+1

|an| <
ϵ

2
(2 分).

由于紧致集合 D 上连续函数族 {f1, · · · , fN} 一致等度连续, i.e. 存在 δ > 0, 对于任

意 x, y ∈ D 且 |x− y| < δ, 都有对于任意 g ∈ {f1, · · · , fN} 都有,

|g(x)− g(y)| ≤ ϵ

2 (1 +
∑∞

n=1 |an|)
(3 分).

于是我们有

|f(x)− f(y)| ≤

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

bn (fn(x)− fn(y))

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

bn (fn(x)− fn(y))

∣∣∣∣∣
≤

N∑
n=1

|an| |fn(x)− fn(y)|+
ϵ

2

≤ ϵ ·
∑N

n=1 |an|
2 (1 +

∑∞
n=1 |an|)

+
ϵ

2
< ϵ (3 分).

(iii) 任取 F 中的函数列 {gm =
∑∞

n=1 b
(m)
n fn}, 由于对于任意 n, 诸数列 {b(m)

n }∞m=1 一

致有界, 利用 Bolzano-Weierstrass 定理与对角线论证法, 存在 {gm} 的子列, 不妨设

即为 {gm} 自身, 使得对于任意 n, 数列 {b(m)
n }∞m=1 收敛于 bn, 且 |bn| ≤ |an|(4 分). 令

g =
∑∞

n=1 bnfn, 那么 g ∈ F(2 分). 任取 ϵ > 0, 存在 N , 使得

∞∑
n=N+1

|b(m)
n − bn| · |fn| ≤ 2(1 +M ′)

∞∑
n=N+1

|an| <
ϵ

2
(2 分).

对于 n = 1, 2, · · · , N , 有 limm→∞ b
(m)
n = bn, 那么当 m 充分大时, 成立

|b(m)
n − bn| <

ϵ

2N(1 +M ′)
,

从而有
N∑

n=1

|b(m)
n − bn| · |fn| ≤ (1 +M ′)

N∑
n=1

|b(m)
n − bn| <

ϵ

2
.

综上，我们得到

|gm − g| ≤
∞∑
n=1

|b(m)
n − bn| · |fn| < ϵ (2 分).


