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一、 计算题 (每题10分，共计50分)

(1) 设u = sin(x2 + exy)，求
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x∂y
.

Proof.

∂u

∂x
= (2x+ yexy) cos(x2 + exy),

∂u

∂y
= xexy cos(x2 + exy),

∂2u

∂x∂y
= (1 + xy)exy cos(x2 + exy)− xexy(2x+ yexy) sin(x2 + exy).

参考：答案正确，3分+3分+4分。

(2) 计算

∫ 1

0

dy

∫ √y
y

sinx

x
dx;

Proof.∫ 1

0

dy

∫ √y
y

sinx

x
dx =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

sinx

x
dy =

∫ 1

0

(sinx−x sinx)dx = 1−sin 1.

参考：交换积分次序正确，可得5分；答案正确，再得5分。

(3) 求函数 u = x2(y + z) 在 Ω =

{
(x, y, z)

∣∣∣ x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

x+ y + z ≤ 1

}
上的

最值.

Proof. 易知：最小值为0, 正确可得3分；

正确判断得出函数的最大值只能在边界上，得3分；

正确计算得出最大值是
4

27
, 得4分。



(4)设 Ω是球面 x2 + y2 + z2 = 1与平面 z = 0所围成的上半部分，试求

I =

∫∫∫
Ω

(x3 + y5 + z) dxdydz.

Proof. 根据对称性，我们有

I =

∫
Ω

z dV =
πabc2

4
.

参考：方法很多种。如果答案错误，方法有一定的合理性，可以适当

给分，但得分建议不超过5分。

(5) 求函数 g(x, y, u, v) = x2 + y2 + u2 + v2 在约束条件xu− yv = 1下的

极值.

Proof. 正确判断得出函数无最大值，得5分；正确计算得出函数的最小

值是2，得5分；

二、 (12分) 设 α 为非负常数，试证：函数

f(x, y) =

 0, (x, y) = (0, 0),
|xy|α

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

在 (0, 0) 处可微当且仅当 α > 3
2
.

Proof. 按照定义计算得出 f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, 得2分。当且仅当两部

分证明都正确，各给5分。

三、 (12分) 试证：方程 z3 − 2xz + y − 2z + 1 = 0 在点P0(0, 0, 1)附近确定隐

函数 z = z(x, y), 并求该函数在(x, y) = (0, 0)处的二阶 Taylor展开式.

Proof. 记 F (x, y, z) = z3 − 2xz + y − 2z + 1. 注意到

F (0, 0, 1) = 0, F ′z(0, 0, 1) = 1 6= 0, F ∈ C∞,



由隐函数定理知道，在点P0(1, 1, 1)附近确定一个光滑的隐函数z = z(x, y)使

得 z(0, 0) = 1. ...............4分

方法1. 计算1、2阶偏导数(部分正确可以适当给分，如一个偏导数1分，

但不超过4分)，代入公式得到正确结果得8分。

方法2. 设 z = 1+ϕ1(x, y)+ϕ2(x, y)+o(x2+y2)，其中 ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)分

别是关于 x和y的齐1、2次多项，代入方程可以得到

ϕ1 + ϕ2 + 3ϕ2
1 − 2xϕ1 − 2x+ y + o(x2 + y2) = 0,

从而有： ϕ1(x, y) = 2x − y, ϕ2(x, y) = 10xy − 8x2 − 3y2. 也就是

说：

z = 1 + 2x− y + 10xy − 8x2 − 3y2 + o(x2 + y2).

四、 (8分)设 SO 表示空间中以 O 为中心，边长为 2的立方体.平移 SO 得到

立方体 SP，其中P是它的中心。记

Ω = {P |SO ∩ SP 的体积 ≥ 4}

试求Ω的体积.

Proof. 建立坐标系使得：立方体的中心O(0, 0, 0),顶点坐标为 (±1,±1,±1).

Ω = {P (x, y, z) ∈ R3 |(2− |x|)(2− |y|)(2− |z|) ≥ 4, 0 ≤ |x|, |y|, |z| < 2}.

因此有Ω的体积可表示为： (给出正确的表示，可给4分)

µ(Ω) = 8

∫
Ω1

dµ,

这里 Ω1 = {P (x, y, z) ∈ R3 |(2− x)(2− y)(2− z) ≥ 4, 0 ≤ x, y, z < 2}.∫
Ω1

dµ =

∫ 1

0

dz

∫∫
D

dxdy =

∫ 1

0

dz

∫ 2− 2
2−z

0

dy

∫ 2− 4
(2−y)(2−z)

0

dx

=

∫ 1

0

dz

∫ 2− 2
2−z

0

[2− 4

(2− y)(2− z)
]dy

= 4

∫ 1

0

(
1− 1

2− z
− ln(2− z)

2− z

)
dz

= 4− 4 ln 2− 2 ln2 2,



这里 D = {(x, y)|(2− x)(2− y) ≥ 4

2− z
, 0 ≤ x, y < 2}. 因此Ω的体积为

µ(Ω) = 32− 32 ln 2− 16 ln2 2.

五、 (10分) 设 D = [0, 1]× [0, 1].

(1) 设g(x, y) =
1

4
xy(1− x)(1− y)，求

∫∫
D

g(x, y)dxdy;

(2) 设函数 f(x, y)在平面R2上有任意阶连续的偏导数，且

f(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂D;

∣∣∣∣ ∂4f

∂x2∂y2

∣∣∣∣ ≤ 1,

试证：

∣∣∣∣∫∫
D

f(x, y)dxdy

∣∣∣∣ ≤ 1

144
.

Proof. (1).

∫∫
D

g(x, y)dxdy =
1

144
. · · · · · · 2分

(2). 注意到 f |∂D = 0 和
∂2g

∂x2
|y=0 or 1 = 0，从而有

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D

f(x, y)
∂4g

∂x2∂y2
dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

fd
∂3g

∂x2∂y

= −
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

∂3g

∂x2∂y

∂f

∂y
dy = −

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

∂f

∂y
d
∂2g

∂x2
=

∫∫
D

∂2g

∂x2

∂2f

∂y2
dxdy. · · · · · · 3分

进一步注意到∫ 1

0

(
∂2f

∂y2

∂g

∂x

) ∣∣∣
x=0

dy =
1

4

∫ 1

0

y(1− y)d
∂f(0, y)

∂y
= −1

4

∫ 1

0

(1− 2y)
∂f(0, y)

∂y
dy

= −1

4

∫ 1

0

(1− 2y)df(0, y) = 0, 这里注意到 f(0, y) = 0.

同理可证： ∫ 1

0

(
∂2f

∂y2

∂g

∂x

) ∣∣∣
x=1

dy = 0. · · · · · · 3分

注意：若学生从 f(0, y) = f(1, y) = 0 给出结论：
∂2f

∂y2
|x=0 or 1 = 0，也

可以.



从而有∫∫
D

∂2g

∂x2

∂2f

∂y2
dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

∂2f

∂y2

∂2g

∂x2
dx =

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

∂2f

∂y2
d
∂g

∂x

=

∫ 1

0

(
∂2f

∂y2

∂g

∂x

) ∣∣∣x=1

x=0
dy −

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

∂3f

∂x∂y2

∂g

∂x
dx

= −
∫ 1

0

dy

∫ 1

0

∂3f

∂x∂y2
dg =

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

∂4f

∂x2∂y2
g dx =

∫∫
D

g
∂4f

∂x2∂y2
dxdy.

因此可得∣∣∣∣∫∫
D

f(x, y)dxdy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫∫
D

g
∂4f

∂x2∂y2
dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
D

g(x, y)dxdy =
1

144
.

到此为止，我们完成了证明。 · · · · · · 2分

注记. 如果没有证明：

∫ 1

0

(
∂2f

∂y2

∂g

∂x

) ∣∣∣x=1

x=0
dy = 0 或者

∂2f

∂y2
|x=0 or 1 = 0，

直接给出 ∫∫
D

f
∂4g

∂x2∂y2
dxdy =

∫∫
D

g
∂4f

∂x2∂y2
dxdy

至少要扣3分。

六、 (8分) 设 u = ϕ(x, y), v = ψ(x, y) 是定义在 (0, 0) 附近的两个连续可微

函数。

(1) 若存在一个连续可微函数 g(t) 使得 ψ(x, y) = g(ϕ(x, y)), 试证：

∂(ϕ, ψ)

∂(x, y)
≡ 0.

(2) 若
∂(ϕ, ψ)

∂(x, y)
≡ 0 且 ∇ϕ|(0,0) 6= 0 . 试证：存在一个连续可微函数 g(t)

使得在(0, 0)附近有

ψ(x, y) = g(ϕ(x, y)).

Proof. (1). 直接计算有： ψ′x = g′ϕ′x, ψ
′
y = g′ϕ′y，从而知结论成立。......2分

(2). 记： ϕ(0, 0) = a, ψ(0, 0) = b. 注意到 ∇ϕ 6= 0，不妨设 ϕ′x 6= 0，

于是由隐函数定理可知 u = ϕ(x, y)，在(0, 0, a)附近可以确定连续可微函数

x = f(y, u) 使得 x(0, a) = 0，且有 .......2分

x = f(y, ϕ(x, y)),
∂f

∂y
= −

ϕ′y
ϕ′x
.



令 g(y, u) = ψ(f(y, u), y)，则有

∂g

∂y
=
∂ψ

∂x

∂f

∂y
+
∂ψ

∂y
= −

ϕ′y
ϕ′x
ψ′x + ψ′y =

1

ϕ′x

∂(ϕ, ψ)

∂(x, y)
= 0.

这表明 g = g(u)，从而 g(ϕ(x, y)) = ψ(f(y, ϕ(x, y)), y) = ψ(x, y). .......4分


