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A3期中试题

一、判别下列级数的敛散性（28分）

1. 判别级数
∑∞

n=1 n
2 sin π

2n
的敛散性。

2. 判别级数
∑∞

n=1

(
e−

(
1 + 1

n

)n)
的敛散性。

3. 判别级数
∑∞

n=1
cosn
n+

√
n
的敛散性。

4. 判别无穷乘积
∏∞

n=2
n3−1
n3+1

的敛散性。

二、（12分）

设数列 {an} 满足 an ̸= 0 且 limn→∞
n
an

= 1，讨论级数
∑∞

n=1(−1)n+1 an+an+1

anan+1
的绝对收

敛性与条件收敛性。

三、（16分）

求下列幂级数的收敛域及和函数（其中 Hn = 1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n
）：

∞∑
n=1

xn

n

∞∑
n=1

Hnx
n

四、（12分）

设函数列 fn(x) = nαxe−nx（n = 1, 2, · · ·，α ∈ R），讨论 {fn(x)} 在区间 [0, 1] 上的一致

收敛性。

五、（10分）

设单调递减数列 {an}满足 limn→∞ an = 0且 {
∑n

k=1 (ak − an)}有界，证明级数
∑∞

n=1 an

收敛。

六、（10分）

设 {fn(x)} 是 [a, b] 上的连续函数列，且对每个 x ∈ [a, b]，数列 {fn(x)} 单调增加收敛于
f(x)，证明函数 f(x) 在 [a, b] 上必有最小值。
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七、（12分）

设定义在 R 上的函数 f(x) 满足： 1. f(x) 在 x = 0 处连续； 2. g(x) = f(2x)− f(x) 在

R 上连续可导。
证明 f(x) 在 R 上连续可导。
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(1).

∞∑
n=1

n2 sin
π

2n
;

)�µPan = n2 sin π
2n§d'��O{kµ

lim
n→∞

an+1

an
=

(n+ 1)2

n2
· sin(π/2

n+1)

sin(π/2n)
=

1

2
< 1,

Ïd?êÂñ"

(2).
∞∑
n=1

(
e− (1 +

1

n
)n
)
.

)�µPan = e− (1 + 1
n)
n > 0"d

∞∑
n=1

1

n
uÑÚ

lim
n→∞

an
1/n

=
e

2
,

Ïdd'��O{�?êuÑ"

(3).

∞∑
n=1

cosn

n+
√
n

;

)�µdDirichlet�O{�µ
∞∑
n=1

cosn

n
Âñ§5¿�µ

cosn

n+
√
n
=

cosn

n

1

1 + 1√
n

Ú 1
1+ 1√

n

üN4OÂñu1§Ïd|^Abel�O{�Âñ"

1
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(4).
∞∏
n=2

n3 − 1

n3 + 1
.

)�µPan =
n3 − 1

n3 + 1
= 1− 2

n3+1
"

{1. ��O�Ù��
2

3
.

{2. �Ä

ln an = ln

(
1− 2

n3 + 1

)
∼ − 2

n3
(n→∞)

Ï�

∞∑
n=2

1

n3
Âñ§¤±

∞∑
n=2

ln an ýéÂñ§ÏdÃ¡¦ÈÂñ£�Âñ��"�¤"

�(12©)!�ê�{an} ÷vµ �©

an 6= 0, lim
n7→∞

n

an
= 1,

?Ø?ê

∞∑
n=1

(−1)n+1an + an+1

anan+1
�^�Âñ5ÚýéÂñ5"

)�µ5¿�Sn =
1

a1
+ (−1)n+1 1

an+1
§|^K8^���µ lim

n→∞
Sn =

1

a1
§Ïd?

êÂñ" (6©)

Ø��an > 0§5¿�

lim
n→∞

an + an+1

anan+1

1/n
= 2

Ïd��?ê´^�Âñ�" (6©)

n(16©)! ©OO��?ê �©

∞∑
n=1

xn

n
,

∞∑
n=1

Hnx
n

�Âñ:89Ú¼ê§ùp Hn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n .

)�µ1���?ê

S1(x) =
∞∑
n=1

xn

n
.

Âñ�»^���O{½'��O{µ

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n

n+ 1
= 1,

¤±Âñ�»R = 1"�x = 1�§?ê�
∑ 1

n NÚ?ê§uÑ"�x = −1�§?ê
�
∑ (−1)n

n ��NÚ?ê§Âñ"ÏdÂñ��µ[−1, 1). (4©)
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®�úª£é|x| < 1¤µ
∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1− x).

3x = −1 ��¤á£Abel ½n¤µ

∞∑
n=1

(−1)n

n
= − ln 2.

¤±µ (4©)

S1(x) = − ln(1− x), x ∈ [−1, 1).

2. 1���?ê

S2(x) =

∞∑
n=1

Hnx
n, Hn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

5¿�lim sup
n→∞

n
√
Hn = 1, ÏdÂñ�»R = 1"�x = 1�§Hn →∞�§���Øª

u0§uÑ"�x = −1�§Hn 4Oªu+∞§(−1)nHn Øªu0£ÏHn Øªu0¤§¤±

uÑ"ÏdÂñ��µ(−1, 1). (4©)

5¿�

∞∑
n=1

Hnx
n =

∞∑
n=1

n∑
k=1

1

k
xn =

∞∑
k=1

1

k

∞∑
n=k

xn =

∞∑
k=1

1

k
· xk

1− x
=

1

1− x

∞∑
k=1

xk

k
.

¤±µ (4©)

S2(x) =
− ln(1− x)

1− x
, |x| < 1.

o(12©)!P �©

fn(x) = nαxe−nx, n = 1, 2, · · · , α ∈ R,

?Ø¼ê�{fn(x)}3[0, 1]þ���Âñ5"

)�µ5¿��x = 0 �§fn(0) = 0"�x > 0 �§e−nx → 0 ��Ý¯unα �O�§

Ïd

lim
n→∞

fn(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1].

�4�¼ê� (4©)

f(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].

½Â (2©)

Mn = sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1]

nαxe−nx.
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-g(x) = xe−nx§¦�µ

g′(x) = e−nx − nxe−nx = e−nx(1− nx).

-g′(x) = 0§�x = 1
n£�n ≥ 2 �T:3«mS¤"O�µ

g

(
1

n

)
=

1

n
e−1.

Ïd

Mn = nα · 1
n
e−1 =

1

e
nα−1.

Ù��Âñ�dulimn→∞Mn = 0§Ïd¼ê�{fn(x)} 3[0, 1]þ��=�α < 1 ���

Âñu4�¼êf(x) ≡ 0" (6©)

Ê(10©)! �üN4~ê�{an} ÷v: �©

lim
n7→∞

an = 0,

{
n∑
k=1

(ak − an)

}
k.,

Áyµ?ê

∞∑
n=1

an Âñ.

y²µdK8^��§�3M > 0 ¦�0 ≤ Sn − nan ≤M"éu?¿�m ≤ n§k

M ≥
m∑
k=1

(ak − an) +
n∑

k=m+1

(ak − am) ≤
m∑
k=1

(ak − an) = Sm −man, (4)

-n→∞ ��Sm ≤M . duan ≥ 0§Ïd?ê
∞∑
n=1

an Âñ. (6©)

8(10©)!�{fn(x)}´[a, b]þ�ëY¼ê�§�éuz�x ∈ [a, b]§ê�{fn(x)} üNO
\Âñuf(x). Áyµ¼êf(x) 3[a, b]þ7k���" �©

y²µky: f(x) ke.�e(.k�"dK8¥�üNÂñ�^��§é¤kx§

f(x) ≥ f1(x)"
f1(x) ëY§3[a, b] þk���m1§u´

f(x) ≥ m1 > −∞,

ùL²f(x) ke.�e(.m = infx∈[a,b] f(x) > −∞. (3©)

¯K=z�y²µ�3x∗ ∈ [a, b] ¦�f(x∗) = m =�" y²�((7©)

�{�!de(.½Â�§�3S�{yk} ⊂ [a, b] ¦� lim
k→∞

f(yk) = m"b�f(x) > m é

¤kx ¤á, @oéz�x§�3g,ênx ¦�

fnx(x) > m.
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Ï�fnx ëY§�3m��Ux ¦�

fnx(y) > m ∀y ∈ Ux ∩ [a, b].

dfn(y) üNO§�n ≥ nx �§fn(y) ≥ fnx(y) > m§¤±

f(y) = lim
n→∞

fn(y) ≥ fnx(y) > m.

du[a, b] �ù
Ux CX§�3k�fCXUx1 , . . . , Uxr"-

N = max{nx1 , . . . , nxr}.

Ké?¿y ∈ [a, b]§y áu,�Uxj§u´

fN (y) ≥ fnxj
(y) > m.

dufN ëY§3;8[a, b] þk���µN = min[a,b] fN§@o

µN > m.

dfn ↑ f§kf(y) ≥ fN (y) ≥ µN > m é¤ky ¤á"u´

inf
[a,b]

f ≥ µN > m,

ù�m = inf f gñ"gñ`²b�/f(x) > m é¤kx0�Ø§Ïd�3x∗ ∈ [a, b] ¦

�f(x∗) = m§=f 3[a, b] þ�����"

�{�!de(.½Â�§�3S�{yk} ⊂ [a, b] ¦� lim
k→∞

f(yk) = m"du{yk} ⊂ [a, b]§

Ïd�3Âñf�{ykj}¦� lim
j→∞

ykj = x∗ ∈ [a, b]"äóµf(x∗) = m"

dm�½Âw,�µf(x∗) ≥ m. du lim
n→∞

fn(x
∗) = f(x∗)§u´∀ε > 0, ∃N ∈ N∗ ¦

��n ≥ N �§k
f(x∗)− fn(x∗) <

ε

2

AO/§fN (x
∗) > f(x∗)− ε

2"q¼êfN (x)ëY§Ïd∃δ > 0 ¦��|x− x∗| < δ �k

fN (x) > fN (x
∗)− ε

2
> f(x∗)− ε

l
kµ

f(x) ≥ fN (x) > fN (x
∗)− ε

2
> f(x∗)− ε

AO/k§f(ykj ) ≥ f(x∗)− ε, Úm ≥ f(c)− ε dε�?¿5��¤á.
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Ô(12©)!�½Â3Rþ�¼êf(x), g(x)÷vµ �©

(1). f(x) 3x = 0 ?ëY¶ (2). g(x) = f(2x)− f(x) 3RþëY��¶

Áyµf(x) 3RþëY��"

y²µ5¿�µ (3©)

S(x) =
∞∑
n=1

g
( x
2n

)
=
∞∑
n=1

[
f
( x

2n−1

)
− f

( x
2n

)]
= f(x)− f(0)

∀a > 0,�	«m[−a, a],Kg(x) ∈ C1([−a, a]). l
�3~êM > 0 ¦�

|g′(x)| ≤M, x ∈ [−a, a]

þ¤á"?�Ú5¿�g(0) = 0§¿|^�©¥�½n�

|g
( x
2n

)
| = |g

( x
2n

)
− g(0)| = |g′(ξ) · x

2n
| ≤M ·

∣∣∣ x
2n

∣∣∣ ≤M · a
2n
, x ∈ [−a, a]

dWeierstrass M-�O{§
∞∑
n=1

g
( x
2n

)
3[−a, a] þ��Âñ" (3©)

�Ä�ê�µ
d

dx

[
g
( x
2n

)]
=

1

2n
g′
( x
2n

)
,

¿�
∣∣ 1
2n g
′ ( x

2n

)∣∣ ≤ M
2n§¤±

∞∑
n=1

1

2n
g′
( x
2n

)
3[−a, a] þ��Âñ" (3©)

l
kS(x) = f(x) − f(0) 3[−a, a] þëY��"da�?¿5��§f(x) 3Rþë
Y��" (3©)


