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一、(12分) 暂无

二、(10分) 设A = (aij) ∈ Fn×n, 它的(i, j)-元的代数余子式为Aij . 取定c ∈ F , 证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c+ a11 c+ a12 · · · c+ a1n

c+ a21 c+ a22 · · · c+ a2n
...

...
...

c+ an1 c+ an2 · · · c+ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|+ c

d∑
i=1

d∑
j=1

Aij .

三、(23分) 考虑矩阵

A =


1 0 2 1

1 2 0 1

2 1 3 0

2 5 −1 4

 .

(1) 计算A的所有特征值和特征向量。

(2) 求A的一个满秩分解，即把A分解为满秩矩阵的乘积。

(3) 设B ∈ F 4×3, C ∈ F 3×4满足BC = A, 求所有可能的CB.

四、(15分) 设A是n阶复方阵，满足|A| = 18, 3A+A∗ = 15In.

(1) 求出A的一个零化多项式f(λ).

(2) 求出A的最小多项式dA(λ).

(3) A是否可对角化？说明理由。

五、(20分) V是F上的n维线性空间，V上的线性变换A满足dim ImA = dim ImA2. 证明：

(1) V = KerA⊕ ImA.

(2) 若ImA是V的非零真子空间，则存在α ∈ V使得子空间W = (ImA+ Fα) ∩ (KerA+ Fα)的

维数大于1. 试着给出W的一组基。

六、(12分) 设A是n维复线性空间V上的线性变换。证明：A的任意两个不变子空间都有包含
关系，当且仅当A = N + λ0E , 其中N为n次幂零变换，λ0 ∈ C, E为恒等变换。
七、(13分，含5分附加) 考虑n阶可逆实方阵A = (aij), n ≥ 2, aij > 0.

(1) 证明：A−1的零元素个数不超过n2 − 2n.

(2) 求出全体满足A−1的零元素个数恰好为n2 − 2n的方阵A−1.
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