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题 1 (10分). 设 H 是 Hilbert 空间，M ⊂ H 是闭线性子空间。设 x ∈ H，y 是 x 在 M 上的正交投

影，证明：对任意 z ∈ M，有 ∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥。

题 2 (20分). 设 X,Y 是 Banach 空间，T ∈ L(X,Y )。

1. 写出 T 的零空间 N(T ) 和值域 R(T ) 的定义。

2. 设 T 是单射且 R(T ) 闭，证明：存在常数 c > 0 使得 ∥Tx∥ ≥ c∥x∥ 对所有 x ∈ X 成立。

3. 若 T 是满射，证明：存在常数 C > 0使得对任意 y ∈ Y，存在 x ∈ X 满足 Tx = y 且 ∥x∥ ≤ C∥y∥。

题 3 (15分). 设 X 是 Banach 空间，{xn}∞n=1 是 X 中的序列。证明：若 xn → x，则 {xn}∞n=1 有界，

且 ∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥。

题 4 (15分). 设 X,Y 是 Banach 空间，T ∈ L(X,Y )。证明

∥T∥ = ∥T ∗∥ = sup
x∈BX ,y∗∈B∗

Y

|y∗(Tx)|.

这里 BX := {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1}, B∗
Y := {y∗ ∈ Y ∗ : ∥y∗∥ ≤ 1}。

题 5 (20分). 如下定义算子 A : ℓ2 → ℓ2:

A(x1, x2, x3, · · · ) :=
(
x1,

x2

2
,
x3

3
, · · ·

)
.

(1) 证明 A 是有界线性算子，并求 ∥A∥。

(2) 证明 A 是紧算子。

(3) 求 A 的点谱 σp(A)。

(4) 求 A 的谱 σ(A)。

(5) 求 A 的谱半径。
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题 6 (10分). 设 X 为 Banach 空间。假设存在 X 的两个闭线性子空间 Y 和 Z，使得任意 x ∈ X 有

唯一表示 x = y + z，其中 y ∈ Y，z ∈ Z。证明存在常数 C ≥ 0，使得对所有形如 x = y + z ∈ X 的

向量，均有 ∥y∥ ≤ C∥x∥，∥z∥ ≤ C∥x∥。

题 7 (10分). 设 X 为 Banach 空间。证明或否定：X 是无穷维的当且仅当 X 中任意完全有界集都是

疏集（无处稠密集）。
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