
2025 泛函分析 (H) 期末考试试卷
一. (15 分) 设 K 是 [0, 1]× [0, 1] 上的连续实值函数, 且

|K(x, y)| < 1, ∀ 0 ≤ x, y ≤ 1.

证明: 在 [0, 1] 上存在唯一的连续实值函数 f 使得

f(x) +

∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy = ex
2

, ∀ x ∈ [0, 1].

二. (18 分) 设 {en}∞n=1 是可分 Hilbert 空间 H 中的一组正交规范基. 证明: 在 H 中

xn → x (n → ∞) 当且仅当

(1) lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖;

(2) 对每个 m ∈ N, 均有
lim
n→∞

(xn, em) = (x, em).

三. (17 分) 设
K(x, y) =

∑
n∈Z

ane
2πin(x+y), 0 ≤ x, y ≤ 1,

其中 {an}n∈Z ⊂ C 满足 ∑
n∈Z

|an| < +∞.

定义 L2[0, 1] 上的线性算子

T : u(x) 7→ u(x) +

∫ 1

0

K(x, y)u(y) dy, ∀u ∈ L2[0, 1].

(1) 证明: T 是 L2[0, 1] 上的 Fredholm 算子且 ind(T ) = 0;

(2) 求 T 的谱 σ(T ) 和谱半径 rσ(T ).

四. (17 分) 设 X 为 Banach 空间, 且 P ∈ L(X) 满足 P 2 = P . 证明:

(1) P 是闭值域算子 (即 R(P ) 是闭子空间);

(2) 若 X 的子空间 M 满足存在 X 的有限维闭子空间 N 使得

X = M ⊕N,

则 M 必为闭子空间.

五. (15 分) 设 X,Y 是两个 Banach 空间. 如果映射 A : X × Y → R 按每个分量都是线
性连续的, 证明: A 是连续的.

六. (18 分) 设 X 是一个实 Banach 空间, f : X → R 是一个线性泛函, 且 D(f) = X.
如果记

N(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}.

证明: 或者 N(f) 是 X 的闭子集, 或者 N(f) 是 X 的一个稠密的真子空间.
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