
2025-26年代数几何期末考试题

此为试卷, 请把答案写在答题纸上(在答题纸上写上姓名、学号), 没有要求解释原因的给出答
案即可！

1 (25分). 设Z是整数环, X = Spec Z是仿射概型, 设p是一个素数.

(1) 判断以下结论是否正确, 无需说明原因.

(a) Spec Z[1p ]同构于Spec Z的一个开子概型;

(b) Spec Z的每个开子概型都是整概型;
(c) Spec Z的每个真闭子概型对应的拓扑空间仅包含有限个点;
(d) Spec Z/(p2)有唯一的闭子概型.

(2) 证明: X = Spec Z的每个开子概型是仿射概型.

(3) 设Z(p)为Z在素理想(p)处的局部化, 自然环同态 Z → Z(p) 诱导态射 j : T = Spec Z(p) →
Spec Z. 列举像集Im(j)的点, 并描述 j∗OT在Spec Z上每一点处的茎(仅写结论).

2 (10分). 设X是拓扑空间, ZX为X上整系数的常值层, QX为X上有理系数的常值层, F是X上
的层. 记 HomX(ZX ,F)是从ZX到F的层同态集合.

(1) 建立以下集合之间的一一对应关系

HomX(ZX ,F) ⇆ F(X).

(2) 描述HomX(QX ,ZX), 并做简要解释.

3 (25分). 设k是代数闭域, P1
k的齐次坐标为[S, T ], 设t = T/S, s = 1/t, U = {S ̸= 0} ∼= A1其坐

标为t, V = {T ̸= 0} ∼= A1其坐标为s. 设P = [1, 0], Q = [1, 1] ∈ P1.

(1) 描述可逆层OP1
k
(P +Q), 以及在点P [1, 0]和[0, 1]处的茎; (2) 写出线性空间L(P +Q)的基;

(3) 构建一个具体的可逆层的同构OP1
k
(P ) ∼= OP1

k
(Q);

(4) 计算div(dt)并写出一个以P,Q为极点的有理微分.

4(10分). 设k是代数闭域, X ⊆ Pn
k为射影代数簇.

(1) 证明: 集合∆ = {(x, x) | x ∈ Pn
k} ⊂ Pn

k × Pn
k是一个闭集.

(2) 设U, V为X的仿射开集, 证明: U
⋂
V同构于U × V的一个闭集, 从而是X的仿射开集.

5 (15分). 设A是一个交换幺环, 设M是一个A-模, 设X = Spec(A)是仿射概型.

设{D(fi)}i=1,2,··· ,n是X的开覆盖. 证明: 序列M
γ1−→

∏n
i=1Mfi

γ2−→
∏

1≤i<j≤nMfifj是正合的

注: γ1 : x 7→ (x)ni=1, γ2 : (xi)
n
i=1 7→ (xi − xj)1≤i<j≤n.

6(10分). 设Z是整数环, X = Spec Z[x]是仿射概型, 设p是一个素数, 令Q = (x, p) ∈ X.

(1) 说明Q是X的闭点, 列举X的两个非闭的点并描述它们的闭包(视为X的闭子概型).

(2) 令V = X \ {Q}. 计算OX(V ), 判断V是否为仿射概型并说明理由.

7(20分). 设k是代数闭域, F (X,Y, Z) ∈ k[X,Y, Z]为d-次不可约齐次多项式, 令x = X/Z, y =
Y/Z, f(x, y) = F (x, y, 1). 令C = Vp(F ) ⊂ P2

k, 以及U = V (f(x, y)) ⊂ A2
k. 假设d > 1.

(1) 证明: C可以分解为两个仿射开子簇的并集.

(2) 证明: 如果U是光滑的, 则ΩC/k|U是自由层, 即存在ω ∈ ΩC/k(U)使得ΩC/k|U = OU · ω.
(3) 假设d = 3, 并且C包含一个奇异点. 证明: 存在双有理态射σ : P1 → C. (提示: 首先说

明C同构于一条由齐次多项式G = ZG2(X,Y ) +G3(X,Y )定义的曲线)

注: 针对(2,3) 如果不能证明一般情形, 请写一个具体的例子并验证, 可获得部分分数.

8 请对老师和课程设置提出自己的建议, 比如部分内容的处理方案, 有限课时内需要加入或者
删减的内容等.
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