


















拓扑学 (H) 期中试卷简析, 2024 秋

汪灏, 张哲琛

期中试卷

1 (1) • locally compact: ∀x ∈ X, ∃ 紧邻域 K ∈ N (x), 则称 X 局部紧.
Hausdorff: ∀x 6= y ∈ X, ∃U, V ∈ TX , x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅, 则称 X Hausdorff.

• 连续映射: ∀V ∈ TY , f
−1(V ) ∈ TX , 则称 f 是连续映射.

• 零扩张: f : A → R 的零扩张是指函数 g : X → R, x 7→

f(x), x ∈ A,

0, x ∈ Ac.

• supp f : 对于函数 f : X → R, supp f = f−1(R− {0}).

(2) Tietze 扩张定理 (定理 2.9.4.): 拓扑空间 (X,T ) 是 (T4) 空间当且仅当对于任意闭
集 A ⊂ X,A 上的任意连续函数 f : A → [−1, 1] 可以被扩张为 X 上的连续函数

f̃ : X → [−1, 1].

(3) 粘贴引理: 设 X = A ∪B,A,B 闭集, 则函数 f : X → R 连续 ⇐⇒ f |A : A → R 连续
且 f |B : B → R 连续.

(4) 取开集 V 使得 V 是紧集, 且 K ⊂ V ⊂ V ⊂ X : X 是 LCH 空间.

(5) K ∪ (V − V ) 是 V 中的闭集: K ⊂ V ⊂ X 是 Hausdorff 空间的紧子集, 则为闭集, 故
K ∪ (V − V ) = (K ∪ V c) ∩ V 是 V 中的闭集.

(6) (P158) 因为 LCH 空间未必 (T4) , 但 V CH =⇒ (T4).

supp f ⊂ V 是紧空间的闭子集.

2 TFTTFTTFTTF

3 (1) ∀R2 =
⋃

α Uα,∅ 6= U = {Uα} ⊂ T1, 取 U0 ∈ U , 则 U c
0 = {x1, · · · , xn} ⊂

⋃
α ̸=0

Uα =⇒

∃U1, · · · , Un s.t. xi ∈ Ui, 1 ⩽ i ⩽ n =⇒ R2 =
n⋃

i=0

Ui.

(2) {Bd((p1, p2), q) : p1, p2, q ∈ Q} .

(3) (T3)(T4)(A1) separable ✓, (T2) ×.

(4) T4 = Tdiscrete.因为 ∀(u, v) ∈ R2, {(u, v)} = ({u}×R)∩ (R×{v}) ∈ T4 =⇒ T4 = 2R
2
.
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4 (1) (−∞, 1) : 闭集形如 ∅,R, (−∞, a] 或 (−∞, a), 且 (−∞, a] ⊃ (0, 1) ⇐⇒ a >

1; (−∞, a) ⊃ (0, 1) ⇐⇒ a ⩾ 1, 则 (0, 1) =
⋂
a>1

(−∞, a] ∩
⋂
a⩾1

(−∞, a) = (−∞, 1).

(2) ∀a ∈ R, ∀x ∈ f−1(a,+∞), [x,+∞) ⊂ f−1(a,+∞); ∀b ∈ R, ∀y ∈ f−1[b,+∞), [y,+∞) ⊂
f−1[b,+∞) =⇒ f−1(a,+∞), f−1[b,+∞) ∈ T , ∀a, b ∈ R 即 f 连续.

(3) 否则设 f(x) > f(y), x < y, 注意到 ∀t, [t,+∞) 是包含 t 的最小开集, 则 x ∈ f−1(f(y),

+∞) =⇒ [x,+∞) ⊂ f−1(f(y),+∞), 但 y /∈ f−1(f(y),+∞), 矛盾.

(4) f 连续 ⇐⇒ ∀x, f(x) ∈ (a, b), f([x,+∞)) ⊂ (a, b) ⇐⇒ f 常值函数.

5 (1) 由定理 1.83, 我们只需对 Y1 × Y2 的一个拓扑基 {V1 × V2 : V1 ∈ TY1 , V2 ∈ TY2} 验证开
集的原像开. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1 分)

这是因为 f1, f2 连续 =⇒ f−1
1 (V1) ∈ TX1 , f

−1
2 (V2) ∈ TX2 =⇒ (f1 × f2)

−1(V1 × V2) =

f−1
1 (V1)× f−1

2 (V2) ∈ TX1×X2 . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (4 分)

(2) ∀U ∈ TX1×X2 , ∀y ∈ f(U), 取 x = (x1, x2) ∈ (f1 × f2)
−1(y) ∩ U, 则 ∃x1 ∈ U1 ∈

TX1 , x2 ∈ U2 ∈ TX2 s.t. x ∈ U1 × U2 ⊂ U =⇒ y = (f1 × f2)(x) = (f1(x1), f2(x2)) ∈
f1(U1) × f2(U2) ⊂ f(U), 且 f1, f2 为开映射 =⇒ f1(U1) ∈ TY1 , f2(U2) ∈ TY2 =⇒
f1(U1)× f2(U2) ∈ TY1×Y2 . 故由 y ∈ f(U) 的任意性, f(U) ∈ TY1×Y2 . 故由 U ∈ TX1×X2

的任意性, f1 × f2 为开映射. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (5 分)

注记. 不加证明地声称只需对 X1 ×X2 的一个拓扑基 {U1 × U2 : U1 ∈ TX1 , U2 ∈ TX2}
验证开映射扣 2 分.

(3) 模仿 R2 ↠ R 的投影映射: 考虑 f1 = idR : R → R, f2 : R → {0} , 则 f1 × f2 : R2 ↠
R× {0} , (x, y) 7→ (x, 0) 将闭集 {(x, y) : xy = 1} 映至非闭集 (R− {0})× {0} . (5 分)

6 (1) X 局部紧 =⇒ ∀x ∈ X, ∃x ∈ U ⊂ K 紧, U ∈ TX , · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

则因为度量拓扑由开球生成, ∃r > 0 s.t. B(x, 2r) ⊂ U, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

则 B(x, r) ⊂ K 为紧空间的闭子集, 故紧. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1 分)

注记. (i) 本题中 B(x, r) 中指闭球 {y ∈ X : d(y, x) ⩽ r} . 由于到一点距离 f(y) =

d(y, x)的连续性
(
f
(
A
)
⊂ f(A)

)
,对于开球的闭包 (B(x, r)),我们有

{
d(y, x) : y

∈ (B(x, r))
}
⊂ {d(y, x) : y ∈ B(x, r)} ⊂ [0, r] =⇒ (B(x, r)) ⊂ B(x, r). 本次考试

本题中混淆这两个概念不扣分.
但一般情况下这可能是真包含, 例如: 在离散度量空间 {0, 1} 中, B(0, 1) =

∅ =⇒ (B(0, 1)) = ∅ ⊊ {1} = B(0, 1).
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我们观察到这里 {d(y, x) : y ∈ B(x, r)} ⊂ [0, r)也是真包含. 然而即使 {d(y, x) : y
∈ B(x, r)} = [0, r) 也不一定有 (B(x, r)) = B(x, r), 例如: 在 {−1} ∪ [0, 1] 中,
d(x, 0) = x(∀x ∈ [0, 1)), 但 (B(0, 1)) = [0, 1] ⊊ {−1} ∪ [0, 1] = B(0, 1).

我个人习惯使用 B(x, r) 表示闭球而使用 B(x, r) 表示开球的闭包. 作业与考试
中无论任何自用记号都请预先注明!

(ii) 见 PSet 5-1(4)后的注记,根据 B(x, r) ⊂ U ⊂ K 未使用度量空间的 Hausdorff性
质直接得到 (B(x, r)) ⊂ K 扣 1 分.

(2) 不一定存在 (n, r) 使得 B(xn, r) 紧且 ∀m > n, d(xn, xm) < r. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (5 分)

注记. 例如观察
{

1
n

}
n>1

⊂ (0, 1).

(3) (0, 1). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3 分)

解释: 局部欧氏故局部紧, 但为 [0, 1] 的非闭子空间. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

注记. 言之有理即可. 特别地, 根据 PSet6-2(2)(b)(i), Q 不局部紧.

(4) ∀ {xn} Cauchy 列. 设 r > 0 使 B(x1, r) 紧, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

且 ∀m,n ⩾ N, d(xn, xm) < r,

取等距同构 f : (X, d) → (X, d) s.t. f(x1) = xN , 则 B(xN , r) = f
(
B(x1, r)

)
紧, (2 分)

故 B(xN , r) 完备 =⇒ {xn}n⩾N ⊂ B(xN , r) 在 B(xN , r) 中收敛 ⇐⇒ 在 X 中收敛.
故由 Cauchy 列 {xn} 的任意性, X 完备.· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(1 分)

(5) X 度量空间 =⇒ 由命题 2.4.21, Tc.o. = Tc.c.. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1 分)

∀f ∈ Isom(X, d), ∀x0 ∈ X, 我们证明 f 的邻域 F := B(f ; {x0} , ε) 预紧.

∀g ∈ F , x, y ∈ X, d(g(x), g(y)) = d(x, y), 即 F (逐点) 等度连续. · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

d(g(x), f(x0)) ⩽ d(g(x), g(x0))+d(g(x0), f(x0)) < d(x, x0)+ε =⇒ Fx ⊂ B(f(x0), d(x,

x0) + ε) 逐点预紧, 故由定理 2.5.8, F 预紧. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

7 (1) 反证法. d0(f(u), f(c)) + d0(f(s), f(c)) = d0(f(u), f(s)) =⇒ f(c) 恰为 f(u), f(s) 中

点, 同理 f(c) 也为 f(u), f(t) 中点, 矛盾!· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(5 分)

(2) 类似定理 2.7.11 的证明: 考虑 fj(xi) = d(xi, xj). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3 分)

则 d∞(f(xi), f(xj)) = max
1⩽k⩽n

|fk(xi)− fk(xj)| = max
1⩽k⩽n

|d(xi, xk)− d(xj, xk)| . 由 | · | 的三

角不等式, d∞(f(xi), f(xj)) = d(xi, xj), · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1 分)

且 k = i 或 j 时等号成立, 故 d∞(f(xi), f(xj)) ⩽ d(xi, xj), 即 f 是等距嵌入. · · · (1 分)
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8 证法 1. 归纳地定义 A0 = A,An+1 = f(An) 6= ∅, 则 A ⊂ X =⇒ An+1 ⊂ An 均为紧集, 且
X Hausdorff =⇒ An 闭集. 考虑 A =

⋂
n∈N

An, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (5 分)

则由推论 2.1.7, A 6= ∅. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1 分)

下证 f(A) = A 为所求.

一方面, f(A) ⊂
⋂
n∈N

f(An) =
⋂
n∈N

An+1 = A. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

另一方面, ∀y ∈ A, ∀n ∈ N, y ∈ fn+1(X) ⇐⇒ f−1(y) ∩ fn(X) 为非空闭集. 考虑
f−1(y) ⊃ f−1(y) ∩ A ⊃ · · · ⊃ f−1(y) ∩ An ⊃ · · · . 则由推论 2.1.7, f−1(y) ∩ A =⋂
n∈N

(f−1(x) ∩ An) 6= ∅ ⇐⇒ ∃x ∈ A s.t. f(x) = y, 即 A ⊂ f(A). · · · · · · · · · · · (2 分)

证法 2. 考虑偏序集 (J =
{
∅ 6= 闭子集 A ⊂ X : f(A) ⊂ A

}
,≺), 其中 A1 ≺ A2 ⇐⇒

A1 ⊃ A2. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (5 分)

则由命题 2.1.6, ∀ 全序子集 {Aα}α ,
⋂
α

Aα 6= ∅, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)

且 f

(⋂
α

Aα

)
⊂
⋂
α

f(Aα) ⊂
⋂
α

Aα, 即
⋂
α

Aα 为 {Aα}α 上界. · · · · · · · · · · · · · (1 分)

故由 Zorn 引理, J 有极大元 B. 若 f(B) ⊊ B, 则 ∅ 6= f(f(B)) ⊂ f(B) 为

Hausdorff 空间的紧子集, 故闭 =⇒ f(B) ∈ J , 且 B ⊃ f(B), 与 B 极大性矛盾!
故 B = f(B) 为所求. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2 分)
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