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2024 春概率论进阶试题回忆
日期：2024 年 6 月 30 日

1. 一大段无关的阅读材料.

(a) 举一个概率论和其他方向 (如代数, 分析, 几何, 信息, 物理等) 有关联的例子.

(b) 写出一个随机变量, 其矩母函数只有纯虚数的零点.

2. 随机变量 X 有分布函数

ρsc =
√
4− x2.

计算其各阶矩并证明其确定该随机变量.

3. 计算 n 重正态分布 N(−→µ ,Σ) 的熵.

4. 设 −→σ ∈ 2N , N ∈ Z, d, β, h > 0. 考虑 Hamilton 量:

H(−→σ ) = − d

N

N∑
i,j=1

σiσj − h
N∑
i=1

σi,

与 Curie-Weiss 模型:
µN,β,h =

1

ZN,β,h

e−βH(σ),

其中 ZN,β,h 是配分函数. 证明:

lim
N→+∞

1

N
log(ZN,β,h) = max

m∈[−1,1]
[βhm+ βdm2 + S(m)],

其中 S(m) 是熵:
S(m) = −1−m

2
log(1−m

2
)− 1 +m

2
log(1 +m

2
).

5. 设 {X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn} 是一列独立的随机变量, 其满足

E[Xi] = E[Yi],E[X2
i ] = E[Y 2

i ].

设 f : Rn → R 是三阶可微函数,U = (X1, · · · , Xn), V = (Y1, · · · , Yn). 证明: 对任意可微函数
g : R → R 和 K > 0, 都有

l|E[g(f(U))]− E[g(f(V ))]| ≤ C1(g)λ2(f)
n∑

i=1

(E[X2
i I|Xi|>K ] + E[Y 2

i I|Yi|>K ])

+ C2(g)λ3(f)
n∑

i=1

(E[|Xi|3I|Xi|≤K ] + E[|Yi|3I|Yi|≤K ]).

其中

C1(g) = ∥g′∥∞ + ∥g′′∥∞,

C2(g) =
1

6
∥g′∥∞ +

1

2
∥g′′∥∞ +

1

6
∥g′′′∥∞

λr(f) = sup{|∂p
i f |

r
p : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ p ≤ r},

为常数. 提示: 令

Zi = (X1, · · · , Xi, Yi+1, · · · , Yn),Wi = (X1, · · · , Xi−1, 0, Yi+1, · · · , Yn),

定义 h(Zi) = g(f(Zi)), 将 h 在 Wi 处对 Xi
−→ei 展开.
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6. 设 HN = (hij) 为 N ×N 的矩阵,{hij : 1 ≤ i ≤ j ≤ N} 为独立且同分布于随机变量 Y 的随机

变量. 其中,Y 的奇阶矩为 0, 偶阶矩有界,E[Y 2] = 1. 定义

Xk,N =
1

N
Tr[(HN√

N
)k],

γk = lim
N→+∞

E[Xk,N ].

(a) 写出 γk, 无需证明.

(b) 证明:Xk,N 依概率收敛到 γk.

(c) 证明:Xk,N 几乎处处收敛到 γk.


