
现代偏微分课程小测二

1. (20分) (a). 设 𝑛 ≥ 2, 𝑝 ≥ 1,若 𝑙𝑜𝑔|𝑥| ∈ 𝑊 1,𝑝(𝐵𝑛
1),求 𝑝的取值范围.

(b). 设 𝑈 ⊂ ℝ𝑛是连通区域, 𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝(𝑈)且 𝐷𝑢 = 0 a.e. in 𝑈 ,求证:𝑢 = 𝐶a.e. in 𝑈 .

2. (20分) (a)设 𝑈 ⊂ ℝ𝑛是有界开集, 𝜕𝑈 ∈ 𝐶1, 𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝
0 (𝑈)且 1 ≤ 𝑝 < 𝑛,则

对任意 𝑞 ∈ [1, 𝑝∗]，存在只依赖于 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑈 的常数 𝐶 使得

‖𝑢‖𝐿𝑞(𝑈) ≤ 𝐶‖𝐷𝑢‖𝐿𝑝(𝑈).

(b). 仿照 Poincaré不等式的证明过程，证明:𝑈 ⊂ ℝ𝑛 是有界 𝐶1 区域,设 𝑉 ⊂⊂ 𝑈

开,则对 ∀𝑢 ∈ 𝑊 1,2(𝑈)有

∫𝑈
𝑢2𝑑𝑥 ≤ 𝐶(∫𝑈

|𝐷𝑢|2𝑑𝑥 + ∫𝑉
𝑢2𝑑𝑥).

3. (30分)设 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶1(𝑈), 0 < 𝜆𝐼 ≤ (𝑎𝑖𝑗) ≤ Λ𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑈), 𝜕𝑈 ∈ 𝐶1, 𝑓 ∈

𝐿∞(𝑈),若 𝑢是方程

⎧⎪
⎨
⎪⎩

− ∑𝑖,𝑗(𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖)𝑗 + ∑𝑖 𝑏𝑖𝑢𝑖 = 𝑓, 𝑖𝑛 𝑈

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝑈
(1)

的光滑解:

(a). 对 ∀𝑉 ⊂⊂ 𝑈，求证:∫𝑉 |𝐷𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 𝐶 ∫𝑈 (𝑢2 + 𝑓 2)𝑑𝑥,这里 𝐶 依赖于 𝑉 , 𝑈, 𝐿

的系数;

对 ∀𝑥0 ∈ 𝜕𝑈, 𝑟 ≤ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑈),有 ∫𝐵𝑟/2(𝑥0)∩𝑈 |𝐷𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 𝐶 ∫𝐵𝑟(𝑥0)∩𝑈 (𝑢2 + 𝑓 2)𝑑𝑥,这里

𝐶 依赖于 𝑟和 𝐿的系数;

(b). 对 ∀𝑉 ⊂⊂ 𝑈，求证:∫𝑉 |𝐷2𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 𝐶 ∫𝑈 (𝑢2 + 𝑓 2)𝑑𝑥,这里 𝐶 依赖于 𝑉 , 𝑈, 𝐿

的系数.

(c). 求证:∫𝑈 |𝐷2𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 𝐶 ∫𝑈 (𝑢2 + 𝑓 2)𝑑𝑥,,这里 𝐶 依赖于 𝑈 和 𝐿的系数.

4. (30分) (a). 考虑特征值问题
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Δ𝑢 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑖𝑛 𝑈 = [0, 2𝜋] × [0, 2𝜋]

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝑈
(2)

试求第一、第二特征值及特征函数.

(b). 考虑方程
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Δ𝑢 + 5
4𝑢 = 𝑥 − 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑖𝑛 𝑈 = [0, 2𝜋] × [0, 2𝜋]

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝑈
(3)
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问 𝑎取多少时，方程存在解?

(c). 考虑
⎧⎪
⎨
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Δ𝑢 + 𝑢 = 𝑓, 𝑖𝑛 𝑈 = [0, 2𝜋] × [0, 2𝜋]

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝑈
(4)

这里 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈),求证: 该方程存在唯一弱解 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈)且 ‖𝑢‖𝐿2 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿2，并

求出合适的 𝐶 .

5. (20分)设 𝑛 ≥ 3, 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝐵1), 0 < 𝜆𝐼 ≤ (𝑎𝑖𝑗) ≤ Λ𝐼, 𝑐 ∈ 𝐿∞(𝐵1),考虑方

程 − ∑𝑖,𝑗(𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖)𝑗 + 𝑐𝑢 = 0 𝑖𝑛 𝐵1(0),设 𝑢 > 0, 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝐵1)是方程的弱解,

(a). 证明: 对 ∀𝑝 ≥ 2, 0 < 𝑟 < 𝑅 ≤ 1,有

(∫𝐵𝑟
𝑢

𝑛𝑝
𝑛−2 𝑑𝑥)

𝑛−2
𝑛𝑝 ≤ 𝐶

(𝑅 − 𝑟)
2
𝑝

(∫𝐵𝑅
𝑢𝑝)

1
𝑝

其中, 𝐶 依赖于 𝑛, 𝑝, |𝑐|𝐿∞ , 𝜆, Λ;

(b). 记 𝜒 = 𝑛
𝑛−2 ,取合适的 𝑃𝑘 = 𝑝𝜒𝑘, 𝑟𝑘 = 1

2 + 1
2𝑘+1 迭代 (a)得到: 对 ∀𝑝 ≥ 2有

‖𝑢‖𝐿∞(𝐵 1
2

) ≤ 𝐶‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐵1)

其中, 𝐶 依赖于 𝑛, 𝑝, |𝑐|𝐿∞ , 𝜆, Λ.
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