
现代偏微分课程小测

1. (1).(10分)设Ω ⊂ ℝ2有界区域，考虑极小曲面方程∑2
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 = 0，其中

𝑢 ∈ 𝐶3(Ω)，𝑎𝑖𝑗(𝐷𝑢) = (1 + |𝐷𝑢|2)𝛿𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑢𝑗，记 𝜑 = |𝐷𝑢|2，求证: 𝑚𝑎𝑥
Ω

𝜑 = 𝑚𝑎𝑥
𝜕Ω

𝜑.

(2).(10分)设 Ω ⊂ ℝ2 有界区域，考虑平均曲率方程 𝐻(𝑢) Δ= ∑2
𝑖=1 𝐷𝑖(

𝑢𝑖
√1+|𝐷𝑢|2 ) =

𝑓(𝑥)，即 ∑2
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 = 𝑓(𝑥)(1 + |𝐷𝑢|2)

3
2，其中 𝑢 ∈ 𝐶3(Ω)，𝑓 ∈ 𝐶1(Ω)，求证:

𝑚𝑎𝑥
Ω

|𝐷𝑢| ≤ 𝐶(𝑚𝑎𝑥
𝜕Ω

|𝐷𝑢| + 1)，其中 𝐶 依赖于 |𝑢|𝐿∞，|𝑓 |𝐶1 .

(Hint: 考虑辅助函数 𝜑 = 𝑒𝛼0𝑢|𝐷𝑢|2，𝛼0充分大待定.)

2. (Harnack’s不等式)设 Ω ⊂ ℝ𝑛 有界区域，𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶2(Ω)且 0 < 𝜆𝐼 ≤ (𝑎𝑖𝑗) ≤

Λ𝐼 < ∞，设 𝑢 ∈ 𝐶3(Ω)是∑𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 = 0，𝑢 > 0 in Ω的解.

(1).(10分)求证: 对 ∀𝐵2𝑟(𝑥0) ⊂⊂ Ω，有 𝑠𝑢𝑝
𝐵𝑟(𝑥0)

|𝐷(𝑙𝑜𝑔𝑢)| ≤ 𝐶
𝑟，其中 𝐶 依赖于 𝑎𝑖𝑗 和

𝑛.

(2).(5分)求证: 对 ∀Ω′ ⊂⊂ Ω连通，有 𝑠𝑢𝑝
Ω′

𝑢 ≤ 𝐶𝑖𝑛𝑓
Ω′

𝑢，其中 𝐶 依赖于 Ω′, Ω, 𝑎𝑖𝑗

和 𝑛.

3. (Pohozaev恒等式)设 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω)是方程

⎧⎪
⎨
⎪⎩

Δ𝑢 + |𝑢|𝑝−1𝑢 = 0, 𝑖𝑛 Ω

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕Ω
(1)

的解，其中 Ω ⊂ ℝ𝑛关于原点 O是星状的且 𝜕Ω ∈ 𝐶1，𝑛 ≥ 3，𝑝 > 1.

(1).(10分)求证: 𝑛−2
2 ∫Ω |𝐷𝑢|2𝑑𝑥 + 1

2 ∫𝜕Ω |𝐷𝑢|2(𝜈 ⋅ 𝑥)𝑑𝜎 = 𝑛
𝑝+1 ∫Ω |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥，其中 𝜈

是 𝜕Ω的单位外法向.

(2).(5分)求证:若 𝑝 > 𝑛+2
𝑛−2，则 𝑢 ≡ 0 in Ω.

4. (1).(10分)设 𝑢满足 Δ𝑢 = 0 in 𝐵𝑛
1\{0}，|𝑢| ≤ 𝑀，𝑛 ≥ 3. 求证: 𝑢可以延拓

到 𝐵𝑛
1 上使得 Δ𝑢 = 0 in 𝐵𝑛

1 .

(2).(10分)设 Ω ⊂ ℝ𝑛 有界光滑，𝑝 ∈ [2, +∞)，求证: ‖𝐷𝑢‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶‖𝑢‖
1
2
𝐿𝑝‖𝐷2𝑢‖

1
2
𝐿𝑝，

∀𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝
0 (Ω) ∩ 𝑊 2,𝑝(Ω)，其中 𝐶 依赖于 𝑛，𝑝.

5. 设 𝑈 ⊂ ℝ𝑛是有界光滑区域，0 < 𝑇 < ∞，若 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑈 × [0, 𝑇 ])是方程

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓, 𝑖𝑛 𝑈𝑇 = 𝑈 × (0, 𝑇 )

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝑈 × [0, 𝑇 ]

𝑢 = 𝑔, 𝑜𝑛 𝑈 × {𝑡 = 0}

(2)

1



的解，𝑓，𝑔光滑;

(1).(10分)求证: 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢(𝑡)‖𝐿2(𝑈)+‖𝑢‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐻1
0 (𝑈)) ≤ 𝐶(‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(𝑈))+‖𝑔‖𝐿2(𝑈))，

其中 𝐶 依赖于 𝑈，𝑇 .(Hint:乘 𝑢积分.)

(2).(10分)求证: 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢(𝑡)‖𝐻1
0 (𝑈)+‖𝑢′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(𝑈)) ≤ 𝐶(‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(𝑈))+‖𝑔‖𝐻1

0 (𝑈))，

其中 𝐶 依赖于 𝑈，𝑇 .(Hint:乘 𝑢𝑡积分.)

(3).(10分)求证: 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢′(𝑡)‖𝐿2(𝑈)+‖𝑢′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐻1
0 (𝑈)) ≤ 𝐶(‖𝑓‖𝐻1(0,𝑇 ;𝐿2(𝑈))+‖𝑔‖𝐻2(𝑈))，

其中 𝐶 依赖于 𝑈，𝑇 .(Hint:方程关于 𝑡求导后，乘 𝑢𝑡积分.)

6. (1).(10分)(有限传播速度)设 𝑢是 𝑢𝑡𝑡 − Δ𝑢 = 0 in ℝ𝑛 × (0, ∞)的光滑解，设

𝑥0 ∈ ℝ𝑛，𝑡0 > 0，记 𝐾 Δ= {(𝑥, 𝑡) ∶ |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑡0 − 𝑡}，𝐾𝑡
Δ= {𝑥 ∶ |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑡0 − 𝑡}，

求证:若 𝑢 = 𝑢𝑡 = 0 in 𝐾0，则 𝑢 ≡ 0 in 𝐾 .

(2).(10分)设 𝑈 ⊂ ℝ𝑛有界光滑，0 < 𝑇 < ∞，设 𝑢是方程

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑢𝑡𝑡 + 𝑑𝑢𝑡 − Δ𝑢 + 𝑐𝑢 = 0, 𝑖𝑛 𝑈𝑇 = 𝑈 × [0, 𝑇 ]

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝑈 × [0, 𝑇 ]

𝑢 = 𝑢𝑡 = 0, 𝑜𝑛 𝑈 × {𝑡 = 0}

(3)

的光滑解，其中 𝑑，𝑐是有界函数，求证:𝑢 ≡ 0 in 𝑈 × [0, 𝑇 ].
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