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注意:计算题只写结果不写过程,不得分.所有题目中使用的定理或命题均需证明.

题 1. 求微分方程 dy

dx
= − y

1 + x
+ y2 的通解.这个方程的零解是稳定的吗?

证明. 这是一个 Bernoulli方程.显然 y ≡ 0是一个特解.当 y 不恒为 0时,根据该方程的计算办法,在方程
两边同时除以 y2(5′)并换元 u = 1

y 得到线性方程

u′ − u

x+ 1
+ 1 = 0.

解这个线性方程并换回原来的元,得到

y(x) =
1

(1 + x)(C − ln(1 + x))
.5′

零解的稳定性,指的是初值为 0的解的稳定性.也即考虑初值不为 0的解,在无穷时间内的演化情况. 该方
程的零解不稳定.(1′)当 C > 0时,在 x → (ec − 1)+ 时爆破,(3′)而当 C < 0时解在 R+ 上趋于 0(1′). 从而
该方程的解不稳定.

评论. 本题考察 Bernoulli方程的解法和稳定性概念.
1. 指出不稳定性的给 1分.若写任意的 c都在有限时间内爆破的扣 1分.指出 c > 0时才爆破而未指出

c < 0不爆破的也得满分.
2. 写出解决 Bernoulli方程的办法,即方程两边同时除以 y2 的即可得到 5分.
3. 稳定性指的是无穷区间上的解的行为.所以指出 x → −1+ 时爆破的不得分.稳定性与某个 (系统演
化的)起始点及其初值有关系.未指明初值的本次不扣分.

4. 有许多同学把 y和 x当成了自治系统的 y和 x,自己造了一个 t出来.这种 “办法”不得分.

题 2. 求线性方程组 
dx

dt
= y + cos t,

dy

dt
= −x+ 1.

的通解.

证明. 这是一个非齐次的线性方程组.对应的齐次线性方程组是

d

dt

(
x

y

)
=

(
0 1

−1 0

)(
x

y

)
. · · · · · · 1′

系数矩阵

(
0 1

−1 0

)
的特征值为 i,−i,对应的特征向量分别是

(
1

i

)
和

(
1

−i

)
.· · · · · · 2′

从而基解矩阵为

(
eix e−ix

ieix −ie−ix

)
1′,实化得 Φ(t) =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
.3’

根据常数变易法,该非齐次方程的解形如 Φ(t)c(t)(1’).代入方程知 c′(t) = Φ−1(t)f(t)1’,即

c(t) =

∫ x

0

(
cos t − sin t

sin t cos t

)(
cos t

1

)
=

(
t
2 + sin 2t

4 + cos t− 1
1−cos 2t

4 + sin t

)
.2′
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从而该方程的特解为

Φ(t)

∫ t

0

Φ−1(s)f(s) ds =

(
t cos t

2 + sin t
2 − cos t+ 1

− t sin t
2 + sin t

)
.2′

通解为

d

dt

x
y

 = Φ(t)

∫ t

0

Φ−1(s)f(s) ds =

(
t cos t

2 + sin t
2 − cos t+ 1

− t sin t
2 + sin t

)
+

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
· c, 2′

其中 c是任意的常数列向量.

评论. 本题考察线性方程组的解法和常数变易法的应用.
1. 常数变易不是常数变异.有没有变量遗传?
2. 未对基解矩阵实化的,扣 2分.特解部分与本答案相差基解的某线性组合的得满分.
3. 直接注意到一个特解的,除非面对随机给出的 5个方程,每个方程都能在 1分钟内注意到特解,否则
不得分.

4. 有计算过程 (计算齐次方程的基解矩阵,列出常数变易法或者特解的积分形式)并且计算结果正确的,
即使过程不够完整也得满分.若计算结果错误的,按上面得分点判分.

题 3. 求微分方程 x2y′′ − 2xy′ + 2y = x lnx的通解.

证明. 令 x = et，则方程化为
d2y

dt2
− 3

dy

dt
+ 2y = tet· · · · · · 3′.

计算特征方程:λ2 − 3λ+ 2 = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = 2.· · · · · · 2′

故它的齐次方程的通解为 y = c1e
t + c2e

2t, c1, c2 为任意常数.· · · · · · 2′

• 经验解法: 令特解为 ϕ∗(x) = t(at+ b)et, 4′

解得 
a = −1

2
,

b = −1.

· · · · · · 2′

所以一个特解为 ϕ∗(x) = −t( 12 t+ 1)et.
原方程的通解为 y = c1e

t + c2e
2t − t( 12 t+ 1)et.

化为关于 x的式子:
y = c1x+ c2x

2 − 1

2
x(lnx)2 − x lnx.· · · · · · 2′

• 常数变易法: 令 y(x) = c1(x)x+ c2(x)x
2.· · · · · · 2′(用常数变易法即得两分)

解出正确的 c1(x) = c1 − 1
2 (lnx)

2, c2(x) = c2 − 1+ln x
x .· · · · · · 4′

y = c1x+ c2x
2 − 1

2
x(lnx)2 − x(lnx+ 1).· · · · · · 2′

评论. 本题考察欧拉方程及其对应的非齐次方程解法.
1. 使用其他方法,计算出齐次通解即可得 7分,算出最后解即得 15分
2. 最后结果要化成关于 x的式子,占 2分

题 4. 相图.
1. 作出方程组 

dx

dt
= 2y + xy,

dy

dt
= x+ y.

的平衡点附近的相图.
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2. 用零斜线法作出上述方程组在全平面的相图.(提示:有可能比较耗时,可以留到最后做)

证明. 1. 先解平衡点:考虑

2y + xy = 0.

x+ y = 0.
解得 (x, y) = (−2, 2), (0, 0). 即平衡点为 (−2, 2)和 (0, 0).(3′.)

• 对于 (0, 0),对应的线性化系统为

ẋ = 2y,

ẏ = x+ y.
其系数矩阵的行列式为D =

∣∣∣∣∣ 0 2

1 1

∣∣∣∣∣ = −2 < 0,

从而 (0, 0)是鞍点.(2′.)
因此,它有两个特殊方向.设特殊方向为 y = kx,则 k = dy

dx = x+y
2y = 1+k

2k ,解得 k1 = 1(1′), k2 =

− 1
2 (1

′). 再注意到向量场
−→
f = (2y, x+ y)在 (1, 0)处的取值为 (0, 1),可以作出如下的相图(2′).

由于 xy = o(r), r → 0,且 xy在 (0, 0)的任意邻域内对 x, y均连续可微,故原系统在 (0, 0)附近

的相图也类似.

• 对于 (−2, 2),令

x̃ = x+ 2,

ỹ = y − 2
,则方程组化为

 ˙̃x = x̃(ỹ + 2),

˙̃y = x̃+ ỹ.
对应的线性化系统为

 ˙̃x = 2x̃,

˙̃y = x̃+ ỹ.

系数矩阵的行列式为 D = 2,迹为 T = 3,由于 T 2 = 9 > 4D = 8,平衡点 (x̃, ỹ) = (0, 0)为双

向结点. 设特征方向为 y = kx,则 k = dỹ
dx̃ = x̃+ỹ

2x̃ = 1+k
2 ,解得 k = 1.又当 x̃ = 0时 ˙̃x = 0,故

x̃ = 0也是一个特殊方向. 再注意到向量场
−→
f = (2x̃, x̃+ ỹ)在 (0, 1)处取 (0, 1),可以作出如下

的相图.(6′.)
由于 x̃ỹ = o(r̃), r̃ → 0,且 x̃ỹ 在 (x̃, ỹ) = (0, 0)附近的小邻域内对 x, y 连续可微,故原系统在
(−2, 2)附近相图与线性化系统附近的相图类似.

2. 相图如下.

(a) 1 (b) 1 (c) 2

评论. 本题考察绘制平面动力系统的相图,操作较为固定.
• 第一问:判断对了,平衡点 3分.如果只是写了一个平衡点,相图画对得六分 (因为没有明确平衡点定
义),相图类型两分,特殊方向一个一分.最后相图方向完全正确,再得两分.

• 第二问 Nullcline求对得 1分,全局箭头方向画出来/部分正确 3分,完全正确得 5分

题 5. 讨论方程组 
x′ = (εx+ 2y)(z + 1),

y′ = (−x+ εy)(z + 1),

z′ = −z5

的零解的稳定性.
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证明. 首先尝试线性近似，近似后的方程是 
ẋ = εx+ 2y

ẏ = −x+ εy

ż = 0

对应矩阵的特征值是 ε+
√
2i, ε−

√
2i, 0.2’于是如果 ε > 0,零解是不稳定的.4’

对于 ε ⩽ 0 的情况, 线性近似就没用了. 于是考虑 Lyapunov 第二方法. 我们待定如下形式的的 Lya-
punov函数

V (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2,

取 a, b, c > 0即可保证正定性.下面计算

V ∗(x, y, z) = 2ax(εx+ 2y)(z + 1) + 2by(−x+ εy)(z + 1) + 2cz(−z5)

= 2aε(z + 1)x2 + 2bε(z + 1)y2 − 2cz6 + (4a− 2b)xy(z + 1).

可见如果 ε < 0,并且取 4a = 2b,就使得 V ∗ 在 0的空心邻域 {z > −1} − {0}内小于 0.3’于是零解是渐近
稳定的.2’

最后对于 ε = 0的情况,同上构造 b = 2a, c > 0的 Lyapunov函数2’零解是稳定的2’
判断零解是否渐近稳定(不占分数)

我们要单独处理.重写方程如下 
ẋ = 2y(z + 1)

ẏ = −x(z + 1)

ż = −z5

于是考虑如下的函数

V (x, y, z) = x2 + 2y2.

虽然它不满足在 0附近正定,但也没关系,因为

V ∗(x, y, z) = 2x · 2y(z + 1) + 4y · (−x(z + 1)) = 0,

所以从任意 (x0, y0) ̸= (0, 0)出发的解都不会趋于 0,从而此时零解不是渐近稳定的.

评论. 本题是课上例题的原题.考察自治系统的稳定性判断.
1. ε > 0, ε = 0, ε < 0情况各 4,5,4分.特征值求出 2分. ε = 0情况下,构造函数 2分.构造函数正确时,
结论正确 2分. ε < 0情况下,构造函数 3分.构造函数正确时,结论正确 2分.

2. 没有求出特征值,但是在证明 ε > 0不稳定时指出特征值也可得两分.
3. 有同学先解出 z = sgn(z0)(

1
4t+ 1

z40

)
1
4 , z0 ̸= 0,再对二维系统 x, y讨论稳定性,不得分.这样做虽然可以

做出同样的答案, 但是过程均完全错误. 原因在于二维系统的线性化方程不再是原来的三维时的线
性化方程,新的线性化方程是

ẋ = (εx+ 2y)(sgn(z0)(
1

4t+ 1
z4
0

)
1
4 + 1)

ẏ = (−x+ εy)(sgn(z0)(
1

4t+ 1
z4
0

)
1
4 + 1)

这是一个非常数系数矩阵,书本定理不能判断它的稳定性.
4. 判断 ε ≤ 0稳定性时,直接说明 ε = 0稳定或者 ε < 0渐进稳定不得分.
5. 讨论 ε = 0稳定性时,构造的 Lyapunov函数不是正定的或者 V ∗不恒小于等于 0,本情况至多得 2分.
6. 讨论 ε < 0稳定性时,构造的 Lyapunov函数不是正定的或者 V ∗ 不是负定的,本情况至多得 2分.

题 6. 设 dx

dt
(t) = A(t)x.若A(t)在 [0,+∞)上连续,且

∫ ∞

0

tr(A(s)) ds = +∞,证明: 该方程组至少存在

一个解在 [0,+∞)上无界.
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证明. 设方程组的 n个线性无关解为 y1(x), y2(x), ..., yn(x). 由 Liouville公式：

W (x) = det(y1(x), y2(x), ..., yn(x)) =W (0) exp(

∫ x

0

trA(s) ds)· · · · · · 3′

其中W (0) ̸= 0.(1’)
反证法.若方程组所有解在 [0,+∞)上均有界,那么 y1(x), y2(x), ..., yn(x)在 [0,+∞)上均有界,从而

W (x)在 [0,+∞)上也有界 (3’)
但当 x→ +∞时，|W (x)| = |W (0)| exp(

∫ x

0
trA(s) ds) → +∞(3’),这与W (x)在 [0,+∞)上有界矛盾!

评论. 没有写出 Liouvile公式,其他得分点不得分.

题 7. 设 θ(x)满足方程 
θ′(x) =

1

2
+ x2 − 2x sin2 θ(x), x ∈ [0, 1],

θ(0) = 1.

证明:对于任意的 x ∈ [0, 1], θ(x) > 0.

证明. 反证法.若存在 x1 ∈ [0, 1]使得 θ′(x1) ⩽ 0.
• 若 θ(x1) = 0,则 θ′(x1) > 0.此时,如果任意的 t ∈ (0, x1)均有 θ(t) ⩾ 0,则由导数定义知 θ′(x1) ⩽ 0,
矛盾.故存在 x2 ∈ [0, 1]使得 θ(x2) < 0. 从而约化为下一种情况:

• 若 θ(x2) < 0,考虑集合 {y ∈ [0, x2) : θ(y) ⩾ 0.}.由介值定理及初值条件,该集合非空,从而由确界
定理知其有最小上界 x3 = sup{y ∈ [0, x2) : θ(y) ⩾ 0.}. 则 θ(x3) = 0 且任意的 y ∈ (x3, x2), 有
θ(y) < 0.从而 θ′(x3) ⩽ 0,矛盾!

两种情况均不成立,故 θ(x) > 0恒成立.

评论. 本题方法极多.以上解答只是给出一个示例.
• 若使用了数学分析做法且没有明确最小点的取法和导数为什么小于等于 0得到矛盾,得 10分;
• 若用比较定理,没有明确到底和谁比较/忘记使用比较定理 10分;比较的对象错误 5分,有大概四种
正确的比较.

题 8. 设 f(x, y)是 R2上的连续函数,且对 y满足 Lipschitz条件,也即存在 L > 0使得对于任意的 y1, y2 ∈
R,都有

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|.

证明:初值问题 
dy

dx
= f(x, y) sin(2x),

y(0) = 0.

的解 y(x)在 (−∞,∞)上存在.

证明. (Picard迭代 +解的拼接)
设 g(x, y) = f(x, y) sin(2x),则 g(x, y)也对 y 满足一致 Lipschitz条件.从而由 Picard存在唯一性定理 (或
Peano存在性定理)知该初值问题在局部存在解.2′.
由 g(x, y) ∈ C(R2)和延伸定理知 g(x, y)可以延伸到 R2 的边界.2′.
断言:在任意闭区间 [−M,M ]上,该初值问题存在解.考虑 Picard序列:y0 = 0, y1(x) =

∫ x

0
f(s, 0) sin(2s) ds,

yn+1(s) =

∫ x

0

f(s, yn(s)) sin(2s) ds,
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由于 f ∈ C(R2),这定义是合理的. 记M ′ = max0⩽x⩽M |f(x, 0)|,有

|yn+1(x)− yn(x)| ⩽
∫ x

0

|f(s, yn(s))− f(s, yn−1(s))| ds

⩽ L

∫ x

0

|yn(s)− yn−1(s)| ds ⩽ Ln

∫ x

0

∫ x1

0

· · ·
∫ xn−1

0

|y1(xn)| dxn dxn−1 · · · dx ⩽ M ′Ln

n!
,

从而 |yn+1(x)| ⩽
∑n

i=1 |yi+1(x)−yi(x)|+ |y1(x)| ⩽M ′(1+eL),根据Weierstrass判别法,{yn}n∈N在 [0,M ]

上一致收敛.可以验证该收敛函数就是原方程的解.从而方程在 [−M,M ]上存在解,记为 y0(x).6′

断言:上述解可以延伸到 R.对初值问题 
dy

dx
= f(x, y) sin(2x),

y(M) = y0(M).

根据 Picard存在唯一性定理知该方程存在唯一解.重复上述过程知这个解可以延伸到 [M, 2M ]上.由局部
唯一性,这个解与上一步的解可以拼接,从而得到一个 [0, 2M ]上的解.对 kM, k ∈ Z重复这个过程可以得
到一个 R上的解.于是原初值问题在 R上存在解.5′

证明. (延伸定理)
局部存在性和唯一性同上一题.4’
由于 g(x, y) = f(x, y) sin(2x)也是全局 Lipschitz的,

|g(x, y)| ⩽ L|y|+ |g(x, 0)|.4′

设某一解的存在区间仅为有限的 (a, b),对 (a− 1, b+ 1)应用定理0.1

定理 0.1. 考虑微分方程
y′ = f(x, y), (1)

其中函数 f(x, y)在条形区域

D : a < x < b,−∞ < y < +∞

内连续,并且满足
|f(x, y)| ⩽ A(x)|y|+B(x),

这里 A(x) ⩾ 0, B(x) ⩾ 0在 (a, b)上连续,则方程1的解在 (a, b)上存在.

取 A(x) = L,B(x) = |f(x, 0)|,7′得该方程的所有解在 (a − 1, b + 1)上存在,与前述假设矛盾. 故存在
R上的解.

评论. 本题考察解的存在区间的论述.要说明解的存在区间,要么通过构造,要么通过控制.这就是两种做
法的来源.

1. 任意的M > 0,在区间上 [−M,M ]上存在解,不能推出存在一个 R上的解.因为每个 [−M,M ]上造

出来的解可能不同.做到这里得 10分. 一个正确的书写办法应该是假设存在区间有限,再用反证法说
明这不可能. 只默写了 Picard存在唯一性定理证明的得 2分.定理默写错误的不得分.延伸定理应对
R2 使用. 对小矩形使用延伸定理的不得分. 只报定理名字而不说明内容的, 只报定理名字而把结论
说错的均不得分.

2. 可以利用比较定理,−1−|f(x, y)| < |f(x, y) sin(2x)| < |f(x, y)|+1从而考虑方程


dy

dx
= |f(x, y)|+ 1,

y(0) = 0.

和方程


dy

dx
= −|f(x, y)| − 1,

y(0) = 0.

. 用这两个方程的解控制原方程组.请注意第一比较定理和第二比较

定理的应用.第一比较定理的方程右侧不等式是严格的,从而两个方程组的任意解可以比较;第二比
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较定理的方程右侧不等式不严格,此时比较对象中有一个方程的解要限制为最大 (最小解).比较定理
用错者不得分. 右端采用线性函数控制的, 控制函数写错 (基本上是 f(x, 0) 写成 f(0, 0)) 的不得分.
若考虑第二比较定理而未写清楚唯一性的不得分.

3. 可以用定理0.1的证明思路,设存在区间有限,设 (∗, β),在充分接近 β 的地方考虑 Picard. 具体地说,
若解 φ(x)的存在区间有限,设为 (∗, x0),取 x1 = x0 − 1

4L , h = 1
2L ,在 [x1 − h, x1 + h]处 f(x, φ(x1))

的最大值为M ,此时 |y−y0| ⩽ b中有 |f(x, y)| ⩽ |f(x, y)−f(x, φ(x0))|+ |f(x, φ(x0))| ⩽ bL+M ,要
取充分大的 b使得 h ⩽ b

bL+M ⩽ b
M ′ ,M

′ = max
(x,y)∈D

|f(x, y)|, D = {(x, y) : |x− x0| ⩽ h, |y − y0| ⩽ b}.

根据 Picard存在唯一性定理知该方程可以延拓到 [x1 −h, x1 +h]处,而 x1 +h = x0 +
1
4L > x0,与存

在区间有限矛盾.采用此办法的,意识流叙述手段,即没有写出 h, b,M ,只是写 “充分大”“充分小”“靠
近”等词语,均不得分.

4. 弱化命题者 (如考虑 f(x, y)有界的)或采用与上述解法均不相同的,未证明成功者不得分.有异议者
需提交以弱化命题或其他证法为前提的完整证明过程, 即, 删去该弱化命题或作答的部分证明可使
证明过程不成立的完整解答.

题 9. 令 f(t, x, y)在 [0, 1]× R× R上连续可微.已知 φ(t)是二阶微分方程

x′′ = f(t, x, x′) (2)

在 [0, 1]上的解,φ(0) = a, φ(1) = b.
1. 设 φ′(0) = α0,证明:若 |α−α0|充分小,令 θ = θ(t, α)是以 θ(0, α) = a, θ′(0, α) = α为初值的2的解,
则 θ(t, α)在 [0, 1]上存在.

2. 定义 u(t) =
∂θ

∂α
(t, α0),求 u所满足的微分方程及初值 u(0), u′(0).

3. 假设对于所有的 t ∈ [0, 1]及 (x, y) ∈ R2,都有
∂f

∂x
> 0.证明:u′ ⩾ 0.

4. 证明:若 |β − b|充分小,则存在 x′′ = f(t, x, x′)的解 ψ,使得 ψ(0) = α, ψ(1) = β.(提示:只要证明给
定 β,可以用隐函数定理说明由 θ(1, α) = β 可解出 α = α(β).)

证明. 答案来自赵老师.
1. 由解对初值的连续依赖性,已知 φ(t)是解,且 φ(0) = a, φ′(0) = α0,而 θ(t)是2以 θ(0) = a, θ′(0) = α

且 |α− α0|充分小的解. 故 θ(t)也在 [0, 1]上存在.
2. 由

d2

dt2
θ(t, α) = f(t, θ(t, α), θ′(t, α)) (3)

和 f ∈ C1([0, 1]×R×R),根据解对初值的连续可微性,θ(t, α)关于 α可微.对3两边同时关于 α求导,
得到

∂2

∂t2
∂θ

∂α
(t, α) =

∂f

∂x
(t, θ(t, α), θ′(t, α))

∂θ

∂α
(t, α) +

∂f

∂y
(t, θ(t, α), θ′(t, α))

∂

∂t

∂θ

∂α
(t, α). (4)

由 f(t, x, y)可微,从而是局部 Lipschitz的.因此,2的初值问题的解是唯一的.故当 α = α0时,θ(t, α) =
φ(t), d

dtθ(t, α) = φ′(t).因此,在4中,令 α = α0,得
u′′(t) =

∂f

∂x
(t, φ(t), φ′(t))u(t) +

∂f

∂y
(t, φ(t), φ′(t))u′(t),

u(0) = 0, u′(0) = 1.

(5)

3. 由于 u(0) = 0, u′(0) = 1知存在 x > 0,s.t.在 (0, x]上 u > 0. 下证任意的 t ∈ (0, 1]都有 u(t) > 0.否
则存在 t1 ⩽ 1使得任意的 0 < t < t1 都有 u(t) > 0但 u(t1) = 0. 令 v(t) = u′(t),则

v′(t)− ∂f

∂y
(t, φ(t), φ′(t))v(t) =

∂f

∂x
(t, φ(t), φ′(t))u(t).

这是一个一阶线性方程.可以解得

v(t) =

∫ t

0

e∗
∂f

∂x
u(s) ds.
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故 v(t) = u′(t) > 0, ∀t ∈ [0, t1].从而

u(t1) =

∫ t1

0

u′(s) ds > 0,

矛盾. 再利用公式可得 v(t) > 0, ∀t ∈ [0, 1].特别地,u(1) = θ(1, α0) > 0.
4. 令 F (α, β) = θ(1, α) − β, 则 F (α0, b) = 0. 由隐函数定理, 只要证明 F ′

α(1, α0) > 0, 此时任意
的 |β − b| 充分小, 都存在 α = α(β) 使得 θ(1, α) = β. 而 F ′

α(1, α0) = u(1, α0) > 0. 令 θ 是x
′′ = f(t, x, x′),

x(0) = α, x′(0) = α(β)
的解,则 θ(1) = β.

评论. 本题较为综合.其中技巧多为 S-L边值问题的证明过程中所见.
1. 指出连续依赖性即可得 5分,未指出连续依赖仅说明 f 连续不得分,误用解对初值的连续可微性不
得分。事实上本题实际应用的为课本定理 4.5。

2. 未指出由于解对初值的可微性从而可求导不扣分，实际应当写明;仅方程形式写对得 7分,方程形式
写对且初值正确得 8分,指出由于解的唯一性从而在 α = α0 时 θ即为 ϕ得 10分。

3. 方法与参考解答类似, 但实际证明过程出现漏洞得 5 分, 第二问中方程写错但第三问方法可直接照
搬至正确方程酌情扣分。使用其他方法但有严重错误不得分。

4. 未明确指出由于 u在初值处导数严格大于 0从而 u(1, α0) > 0得 2分。
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