
微分方程概论 2024 期末回忆版

一．求解下列微分方程

1.� ��
��

= � − �tan �
�

解：看到 tan �
�
自然想到作换元 � = �

�

并注意到
��
��

⇒ � = 0 不是解

两边除 � ⇒ ��
��

= �
�

− tan �
�

��
��

=
�(��)

��
= �

��
��

+ �.

⇒ �
��
��

=− tan� 为变量分离方程

⇒ ln|sin�| + ln|�| + � = 0

代入� =
�
� 并取 �指数有通解 �sin

�
�

= �′

2.�′′ + 2�′ + � = �−�

解：这是高阶常系数线性方程，先求齐次通解

特征方程：�2 + 2� + 1 = 0 ⇒ � =− 1（二重）

齐次通解：� = �1�−� + �2��−�

对非齐次特解作待定系数 �(�) = ��2�−�（注意-1是特征方程的二重

根）

代入方程有 � = 1
2
。

⇒ 通解：� = �1�−� + �2��−� + �2�−�
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3． � ��
��

+ � ��
��

= �

初值条件：� = 1 时，� = sin��

解：本题为 11.2 例 1变式

⇒
��

�
=

��
� =

��
�

有独立首次积分：（需要用行列式检验独立性，在此不赘述）

� − � = �1
2 � − ln|�| = �2

隐式通解：Φ( � − �, 2 � − ln|�|) = 0

⇒ � = exp(2 �)�( � − �)

其中Φ，� 为任意 C1函数

代入初值 sin�� = �2 ⋅ �( � − 1).

令 k = � − 1，那么 x = (1 + k)2

�(k) = �−2sin �(1 + k)2

⇒ � = �2 �−2sin �(1 + � − �)2

4.此题我记不太清了，是分组求积分因子，有一个部分是

1
�

�� − 2
1
�

�� = �(ln|�| − 2ln|�|)

注意到�ln|�|−2ln|�| = �
�2即可凑出来整体的积分因子为

1
�2�

，之后再用求



势函数的方法求通解即可，注意用积分因子可能会丢掉特解

给出一个相似的题目（来源：23年第二次习题课讲义）

求解�3�� + 2 �2 − ��2 �� = 0

分组为 �3�� − 2��2 �� + 2�2�� = 0

第一组积分因子为 �−5 ，通积分为
�
�2 = �

第二伹积分因子为 �−2 ，通积分为 2� = �

取 �1(�) = �−2, �2(�) = 2�−1 ，有 �−5�1
�
�2 = �−2�2(2�) ，从而

� = �−2�−1

同乘 � 化简有 ln�2 − �2

�
= � ．且 � = 0, � = 0 为特解．

二．求一个隐式方程� = �(�, �)的通解和特解并画出其图像

两边对 x 求导即可，可以写成因式分解的形式

三. 解三阶常系数方程组（含复数特征值）

四.

1.画出�� = 5sin��的相图

解：这是二阶自治方程，作图请参考 5.1 节做法

令 � =
��
��

�� =
��
��

=
��
��

��
��

= � ⋅
��
��

� ⋅
��
��

= 5sin��



⇒ �2 =−
10
�

cos(��) + �1.

相图类似下图（有点丑）

2.

��
��

= �(2� − 1)
��
��

= �(3 − 4�)

求此方程的一个在第一象限内的首次积分，并画出方程的相图

解：23年也考了这个方程

首次积分只需要将两式相除即可获得分离变量方程，注意题目要求在

第一象限内

首次积分为 2� − ln� − 3ln� + 4� = �



另外注意题目实际上已经给出了
� �

�

��
= �(�, �)的显式表达了，可以做

出相图

注：此题是洛特卡-沃尔泰拉的捕食者-猎物模型的一种情况

五．判断下列方程解的稳定性

1.给出了

��
��

= 两个一次项 + 三个高次项

��
��

= 两个一次项 + 两个高次项

解：注意到两个方程所含的项的个数并不相同，常规的李雅普诺夫函

数无法用待定系数法凑出来，我们考虑线性近似，注意验证书上8.2.2

给出的前提条件，发现满足要求，求一个二阶方阵的特征值即可

2.给出了

��
��

= 三项

��
��

= 三项

解：上下两个方程项数相等，仔细观察具体次方的不同，发现需要用

� = ��2 + ��4来待定系数，求出 a，b即可

注：一般情况下我们取 V的时候各取 x的一个偶数次方和 y的一个偶

数次方待定系数

六.

对下列方程的任意一个解，给出他的最大存在区间



��
��

= 2 − �2 �2 �2+�2

解：仿照 23年第三次习题课讲义的这道题即可

求证：初值问题

��
��

= (� − 2� − 3)�(�+y)2, � �0 = �0

的解的存在区间为 (�, �) ，则 � =− ∞或� =+ ∞ 至少存在一个．

Proof．注意到

�2 − 2� − 3 �(�+�)2 = (� − 3)(� + 1)�(�+�)2

满足解的唯一性条件，且

（1）� = 3 与 � ≡− 1 是两解

（2）−1 < �0 < 3 时，解水远在 −1 < � < 3 之间

（3）�0 > 3 时，此时解必满足 � > 3 成立（ � ≡ 3 为一解且过一

点的解唯一），此时 �(�, �) > 0 恒成立，解向左延伸能延伸至负无

穷。

（4）�0 <− 1 时，同理，�(�, �) > 0 会恒成立，向右延伸又不能越

过 � =− 1 ．此时 � =+ ∞ 。

对本题来说，虽然没有给出初值条件，但我们可以把通解中的常数 C

看作“初值”来用相同的方法分析



七．（本题 6 分）

方程
��
��

= �(�, �)

满足

�(�, �) =
1, (�, �) ≠ (0,0)
0, (�, �) = (0,0)

并且有解 � = �(�) 使得
��(�)

��
= �(�, �(�))

求证：初值问题
��
��

= �(�, �) ；�(0) = 0 无解


