
中国科学技术大学数学科学学院

2024 ∼ 2025 学年秋季学期期中考试试卷

课程名称 数学分析 (B3) 课程编号 MATH1008

考试时间2024 年 11 月 5 日 9:45-11:45 考试形式 闭卷

姓 名 学 号 学 院
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一、【30 分】如下三小问每问 10 分.

(1) 叙述实数列的极限点与 R 的子集的聚点的定义.

(2) 设 a 是实数列 {xn} 的极限点, 设 {xn} 有子列 {yn} 收敛于 a, 并且对于任意

n ̸= m 成立 yn ̸= ym. 证明: a 是数集 {x1, x2, · · · } 的聚点.
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(3) 设 {xn} 是一个各项两两不同的有界实数列, 且 lim
n→∞

(
xn+1 − xn

)
= 0. 证明:

{xn} 的极限点集合是一个闭区间, 规定独点集合为退化闭区间.

二、【30 分】设 f 是有界闭区间 [a, b] 上不恒为零的实值连续函数, 设 f(a) = f(b) = 0,

且 f−1(0) = {x ∈ [a, b] : f(x) = 0} 为可数无限集合. 如下四小问独立评分, 且可用

前面小问的结论.

(1)【5 分】证明: 集合 B = {x ∈ [a, b] : f(x) ̸= 0} 是开集.
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(2)【10分】证明: B 可以表为一列两两不交的非空开区间之并 B =
∞⋃
n=1

(an, bn), 且

lim
n→∞

(bn − an) = 0.

(3)【5 分】证明: 正数列 {(bn − an)} 里有最大项, 将其记作 c.
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(4)【10 分】证明: 对于任意 λ ∈ (0, c), 方程 f(x) = f(x+ λ) 在 [a, b] 里有解.

三、【40 分】设 γ ∈ R 是无理数, 设 0 < a < b < 1. 设 χ(a, b)(x) 为开区间 (a, b) 的特征函

数, 即, 它在 (a, b) 上取值 1, 在 [0, 1)\(a, b) 上取值 0; 将之延拓为周期为 1 的函数,

且仍记作 χ(a, b)(x). 如下四小问独立评分, 每小问 10 分, 解答时可用前面小问结论.

(1) 回忆欧拉公式: 对于任意 x ∈ R, 成立 eix = cos x + i sin x, 其中 i =
√
−1. 证

明: 对于任意非零整数 k, 成立

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πik·nγ = 0.
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(2) 证明: 对于任意 ϵ > 0, 存在两个连续非负周期为 1 的函数 f+
ϵ , f

−
ϵ , 使得

f−
ϵ ≤ χ(a, b) ≤ f+

ϵ 以及

b− a− 2ϵ ≤
∫ 1

0

f−
ϵ (x) dx,

∫ 1

0

f+
ϵ (x) dx ≤ b− a+ 2ϵ.

(3) 证明: 对于任意周期为 1 的连续函数 f , 成立

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(nγ) =

∫ 1

0

f(x) dx.

提示 利用 Fejér 定理.
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(4) 证明

lim
N→∞

♯{1 ≤ n ≤ N : ⟨nγ⟩ ∈ (a, b)}
N

= b− a.

这里 ⟨γ⟩� = γ − [γ] 是 γ 的小数部分, ♯A 表示有限集合 A 的元素个数.

提示 等价于证明

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ(a, b)(nγ) =

∫ 1

0

χ(a, b)(x) dx.
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24.11. B3 期中考试参考解答与评分标准

1. (i-ii) 略 (iii) 设数列 {xn} 的上极限为 b, 下极限为 a. 如果 a = b, 那么数列收

敛, 自明. (2 分) 以下设 a < b, 并用反证法. 设存在 c ∈ (a, b) 不是该数列的极限点.

那么存在 ϵ > 0 使得:

• [c− ϵ, c+ ϵ] ⊂ (a, b);

• 当 n 充分大时, 数列 {xn}中仅有限多项落在区间 (c− ϵ, c+ ϵ) 里, 不妨设数列

的每一项都不在该区间里;

• 当 n 充分大时, |xn − xn+1| < ϵ. (4 分)

回忆数列的上极限为 b > c − ϵ, 下极限为 a < c − ϵ. 对于任意 n, 要么 xn ≤ c − ϵ,

要么 xn ≥ c + ϵ; 并且这两个条件给出下标集 N 的由两个无限子集构成的分拆 (2

分). 于是可取严格单调增的正整数列 {nk}, 使得对于任意 k, 成立 xnk
≤ c − ϵ 与

xnk+1 ≥ c+ ϵ. 于是 |xnk
− xnk+1| ≥ 2ϵ, 矛盾 (2 分).

2. (i) 由 f(a) = f(b) = 0 得 B ⊂ (a, b)(1 分). 记 f 在 (a, b) 上的限制函数为 g, 则

g 连续 (2 分). B 等于开集 R\{0} 在 g 下的原像, 所以 B 是开集 (2 分).

(ii) 由开集结构定理, B 可以写成至多可数个两两不交的开区间之并 (3 分).

以下用反证法证明 B 一定是可数个两两不交的开区间之并: B =
⋃∞

n=1 (an, bn). 假

设 B 是有限个两两不交的开区间的并, 不妨设 B = (a1, b1)∪ (a2, b2), 其中 a ≤ a1 <

b1 ≤ a2 < b2 ≤ b. 如果 b1 < a2, 那么不可数集合 [b1, a2] 包含于 f−1(0), 矛盾. 类似

可得, a = a1 与 b2 = b, 那么 f−1(0) 为有限集合 {a, b1, b}, 亦矛盾. (4 分)

因 B 包含于 (a, b), 得
∑∞

n=1(bn − an) ≤ b− a, 从而 bn − an → 0(3 分).

(iii) 约化为证明“收敛于零的正数列 {cn} 有最大项”. 事实上, 存在 N , 对于任意

n > N , 成立 cn < c1(3 分). 那么数列 {cn} 里的最大项等于 max
(
c1, . . . , cN

)
(2 分).

(iv) 不妨设 c = b1 − a1 是数列 {bn − an} 的最大项. 由 B 的定义, f(a1) = f(b1) = 0,

且 f 在开区间 (a1, b1) 上恒正或者恒负, 不妨设为恒正 (4 分). 任取 λ ∈ (0, c), 易见

f(a1)− f(a1 + λ) = −f(a1 + λ) < 0, f(b1 − λ)− f(b1) = f(b1 − λ) > 0(3 分). 利用

介值定理, 存在 x ∈ (a1, b1 − λ), 使得 f(x)− f(x+ λ) = 0 (3 分).

3. 此题由 Weyl 等分布原理改编而成.

(i) 由 γ 为无理数, 对于任意非零整数 k, 都有 1− e2πikγ ̸= 0 (5 分). 再由等比级数求

和公式得证 (5 分).
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(ii) 构造过程如下图所示, 酌情给分.

(iii) 称集合 {e2πikx : k ∈ Z} 中函数的有限线性组合为三角多项式. 任给 ϵ > 0, 由

Fejér 定理, 存在三角多项式 P (x), 使得对于任意 x ∈ R 成立 |f(x)− P (x)| < ϵ/3 (4

分). 经计算知, 恒等式对三角多项式成立; 当 N 充分大时, 有∣∣∣∣∣ 1N
N∑

n=1

P (nγ)−
∫ 1

0

P (x)dx
∣∣∣∣∣ < ϵ

3
(3 分).

最后, 由三角不等式得

(3 分).

(iv) 记 SN =
1

N

N∑
n=1

χ(a. b)(nγ). 任给 ϵ > 0, 由 (2) 得

1

N

N∑
n=1

f−
ϵ (nγ) ≤ SN ≤ 1

N

N∑
n=1

f+
ϵ (nγ)� (3 分).

利用 (2-3) 得 b − a − 2ϵ ≤ lim infN→∞ SN , lim supN→∞ SN ≤ b − a + 2ϵ(5 分). 由

ϵ > 0 的任意性, 得 limN→∞ SN = b− a(2 分).
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