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1 第一题

求函数 f(x, y) =In(1 + x+ y) 在 (0, 0) 处的三阶带 Peano 余项的 Taylor 公式，并求极限

lim
(x,y)→(0,0)

In(1 + x+ y) + xy − x− y

x2 + y2
.

解：

In(1 + x+ y) = (x+ y)− 1

2
(x+ y)2 +

1

3
(x+ y)3 + o((x+ y)3).

当 (x, y) → (0, 0) 时，我们有：

lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x+ y) + xy − x− y

x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

−1
2
(x+ y)2 + xy + o((x+ y)2)

x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

−1
2
x2 − 1

2
y2 + o((x+ y)2)

x2 + y2

= −1

2
.

注. 1. Taylor 展开 10’

2. 写对一元函数展开 5’，写错本题完全酌情给分

3. Peano 余项没写，展开阶数不对，第三次方有错 -3’

4. 用多元函数办法计算正确得满分，错误酌情给分
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2 第二题

设函数 u(x, y) 有连续的二阶偏导数，算子 A(u) = x∂u
∂x

+ y ∂u
∂y

1. 求 A(u− A(u))

2. 利用结论 (1) 以 ξ = y
x
, η = x− y 为新的自变量改变如下方程式

x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
= 0

解：

1.

A(u− A(u)) = x
∂

∂x
(u− (x

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
)) + y

∂

∂y
(u− (x

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
))

= −(x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
)

2.
∂u

∂x
=

∂u

∂ξ
(− y

x2
) +

∂u

∂η
(1)

∂u

∂y
=

∂u

∂ξ

1

x
− ∂u

∂y
(2)

(1)×x+(2)×y可得

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= (x− y)

∂u

∂η
= η

∂u

∂η

即

A(u) = η
∂u

∂η

x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2

=− A(u− A(u))

=− η
∂

∂η
(u− η

∂u

∂η
)

=− η2
∂2u

∂η2

故方程改写为

η2
∂2u

∂η2
= 0
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3 第三题

已知函数 z = z(x, y)由方程 (x2+ y2)z+ Inz+2(x+ y+1) = 0确定的隐函数，求 z = z(x, y)

的极值.
解：

(x2 + y2)z + Inz + 2(x+ y + 1) = 0.

方程两边同时对 x, y 求偏导可以得到 3’×2

2xz + (x2 + y2)
∂z

∂x
+

1

z

∂z

∂x
+ 2 = 0. (3)

2yz + (x2 + y2)
∂z

∂y
+

1

z

∂z

∂y
+ 2 = 0. (4)

令 ∂z
∂x

= ∂z
∂x

= 0，则得到驻点方程 2’

xz + 1 = 0.

yz + 1 = 0.

可解得

y = x =
1

z
.

将该表达式带入原方程可以解得 x = −1, y = −1, z = 1. 2’
下面考虑 Hesse 矩阵的计算，对 (1) 两边对 x, y 求导，2’×2

2z + 2x
∂z

∂x
+ 2x

∂z

∂x
+ (x2 + y2)

∂2z

∂x2
− 1

z2
(
∂z

∂x
)2 +

1

z

∂2z

∂x2
= 0. (5)

2x
∂z

∂y
+ 2y

∂z

∂x
+ (x2 + y2)

∂2z

∂x∂y
− 1

z2
∂z

∂x

∂z

∂y
+

1

z

∂2z

∂x∂y
= 0. (6)

对 (2) 两边对 y 求导，2’

2z + 2y
∂z

∂y
+ 2y

∂z

∂y
+ (x2 + y2)

∂2z

∂y2
− 1

z2
(
∂z

∂y
)2 +

1

z

∂2z

∂y2
= 0. (7)

将 x = −1, y = −1, z = 1 带入可得 2’

H =

(
−2

3
0

0 −2
3

)
.

因此 z = 1 为极大值点. 2’

注.

基本上算对 (-1,-1,1) 这个题得分都在 12 分前后，剩下的二阶导数算对得 2 分，全部完整得
满分。
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4 第四题

已知曲面 e2x−z = f(πy −
√
2z), 且 f 可微，证明该曲面为柱面。

证明：令 F (x, y, z) = e2x−z − f(πy −
√
2z), 则

∂F

∂x
= 2e2x−z

∂F

∂y
= −πf

′
(πy −

√
2z)

∂F

∂z
= −e2x−z +

√
2f

′
(πy −

√
2z)

故曲面法向量为

n = (2e2x−z,−πf
′
(πy −

√
2z),−e2x−z +

√
2f

′
(πy −

√
2z))

下证明该法向量与一常向量 (a, b, c) 垂直。故有 2a = c, πb =
√
2c。不妨令 c = 2, 则该常向

量为 (1, 2
√
2

π
, 2)，这样该曲面的每一点的法向量 n 都与一定向量垂直，即为柱面。

5 第五题

设函数 f(x, y) 的两个偏导数 f ′
x(x, y)，f ′

y(x, y) 在 (x0, y0) 的某个邻域内存在且有界，证明

f(x, y) 在点 (x0, y0) 处连续.
证明：取 f ′

x(x, y)，f ′
y(x, y) 的共同上界为 M . 考虑以下的估计

|f(x0 + δx, y0 + δy)− f(x0, y0)|

= |f(x0 + δx, y0 + δy)− f(x0, y0 + δy) + f(x0, y0 + δy)− f(x0, y0)|

≤ |f(x0 + δx, y0 + δy)− f(x0, y0 + δy)|+ |f(x0, y0 + δy)− f(x0, y0)|

= |f ′
x(x0 + θ1δx, y0 + δy)||δx|+ |f ′

y(x0, y0 + θ2δy)||δy|

≤ M(|δx|+ |δy|).

令 δx → 0, δy → 0 即知连续性的成立.

注. 这个题直接利用连续性和可微性一般得分不高，直接使用拟微分中值定理也不行，由于
需要可微的条件。

6 第六题

设二元函数 f(x, y) = |x−y|φ(x, y),其中 φ(x, y)在点 (0, 0)的一个邻域内连续，证明：φ(x, y)

在点 (0, 0) 处可微的充分必要条件是 φ(0, 0) = 0.
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证明：必要性：设函数 f(x, y) 可微，则 fx, fy 存在。

fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

|x|φ(x, 0)
x

该极限存在并且 φ(x, y) 在点 (0, 0) 的一个邻域内连续，则只能要求 φ(0, 0) = 0。

充分性：φ(0, 0) = 0, 则 fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0.

|f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)− fy(0, 0)√
x2 + y2

| = |x− y||φ(x, y)|√
x2 + y2

⩽ 2|φ(x, y)|

故

lim
x→0,y→0

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)− fy(0, 0)√
x2 + y2

= 0

即可微。

7 第七题

设D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}，函数 f(x, y) 在 D 内连续，函数 g(x, y) 在 D 内连续有

界，且满足条件：

1. 当 x2 + y2 → 1 时，f(x, y) → +∞;

2. 在 D 内 f(x, y) 与 g(x, y) 有二阶偏导数，∆f = ef , ∆g ≥ eg.

证明：f(x, y) ≥ g(x, y) 在 D 内处处成立.
证明：

定义

F (x, y) = f(x, y)− g(x, y).

当 x2 + y2 → 1 时，f(x, y) → +∞，则 F (x, y) 在 D 内必然存在极小值. 设该点为 (x0, y0)，

若待证明不成立，则 F (x0, y0) < 0. 此时

∆F |(x0,y0) = ∆f −∆g ≤ ef − eg|(x0,y0) < 0.

与极小值点矛盾.

注. 这是一个简略的过程，得分在 6 分以上一般是因为个别问题没有说明白，1-4 分为根据
思路的同情分。
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