
线性代数 B2 24 期末解析

1．简述实对称正定矩阵 A 的 5 个等价条件

（1）正惯性指数等于其阶数

（2）0 ≠ � ∈ ℝ�, ���� > 0

（3）� 的特征值均为正

（4）存在实对称正定方阵 � ，使得 � = �2

（5）存在可逆方阵 � ，使得 � = ���

（6）� 的所有主子式为正

（7）� 的所有顺序主子式为正

2．证明酉空间的极化恒等式（10）

(�, �) =
1
4

|� + �|2 − |� − �|2 + �|� + ��|2 − �|� − ��|2

这里内积定义为 (�, �) = �∗��，�为复正定阵

证：等式右边一一展开即可，注意共轭线性性即可

对任意 �, �, � ∈ � 及 �, � ∈ ℂ 有

(�� + ��, �) = ��(�, �) + ��(�, �), (�, �� + ��) = �(�, �) + �(�, �)

有 |� + �|2 = (�, �) + (�, �) + (�, �) + (�, �)



|� − �|2 = (�, �) + (�, �) − (�, �) − (�, �)

|� + ��|2 = (�, �) + (�, �) + �(�, �) − �(�, �)

|� − ��|2 = (�, �) + (�, �) − �(�, �) + �(�, �)

逐个代入即得结果

3．计算（10）

� =
1 3
2 4
0 0

的奇异值分解的具体形式

解：

先给出一般化方法：

对于一个秩为 � 的矩阵 ��×� ，必存在 � × � 的正交矩阵

��×�, � × � 的正交矩阵 ��×�, � × � 的矩阵 Σ�×� ，使得

��×� = ��×�Σ�×���×�
� = ��×�

��×� �
� � �×�

��×�
�

其中， ��×� =

�1

�2

⋱
�� �×�

�1 ≥ �2 ≥ … ≥ �� > 0 为 ���的 � 个非零特征值（从大到小排列）

第一步：求出 ��×�
� ��×� （一般我们先求阶数小的）的 � 个特征值



�1, �2, ⋯, ��, ��+1 = 0, ⋯, �� = 0（并按照从大到小排列）和对应的标

准正交的特征向量 �1, �2, ⋯, ��, ��+1, ⋯, �� 。

第二步：取标准正交的特征向量构成正交矩阵

��×� = �1, �2, ⋯, ��, ��+1, ⋯, �� �×�

取前 � 个奇异值，即非零特征值开根号 �1, �2, ⋯, �� ，构成对

角矩阵

��×� =

�1

�2
⋱

�� �×�

添加额外的 0 组成 � × � 的矩阵

Σ�×� = ��×� �
� � �×�

=

�1 �
�2

⋱
��

� � �×�

第三步：构成前 � 个标准正交向量 �1, �2, ⋯, ��

其中 �� = �
��

��� , � = 1,2, ⋯, �

第四步：按照标准正交基扩充的方法，将 �1, �2, ⋯, ��扩充为 � 维

向量空间 ℝ�的标准正交基 �1, �2, ⋯, ��, �1, ⋯, ��−� ，组成正交矩阵

��×� = �1, �2, ⋯, ��, �1, ⋯, ��−� �×�



最后注意转置 ��×�
� 即可

对本题我们有

��� = 5 11
11 25 有特征值 15 ± 221

那么奇异值为 15 ± 221

� = 15 + 221 有特征向量 ( −10+ 221
11

)

� = 15 − 221 有特征向量 ( −10− 221
11

)

注意到对称阵的不同特征值对应的特征向量正交，我们就得到了

� =

−10+ 211

442−20 211

−10− 211

442+20 21
11

442−20 221

11

442+20 221

并有Σ =
15 + 221 0

0 15 − 221
0 0

进而 � =

−5+ 221

442−10 221

−5− 221

442+10 221
0

14

442−10 221

14

442+10 221
0

0 0 1

4．� 为一个 � × � 的矩阵，证明 dim�[�] = � 当且仅当最小多项

式等于特征多项式



证：书上定理 3.5.10 向量组 ��, �, ⋯, ��−1 是线性空间 �[�] 的一

组基．

（证：只需证明 ��, �, ⋯, ��−1 线性无关即可．否则，设 �� 不全为

0 使得 ∑�=0
�−1  ���� = 0 ．令 �(�) = ∑�=0

�−1  ���� ，则 �(�) 是次数

≤ � − 1 的多项式．对于任意 �(�) ∈ �[�] ，根据多项式的带余除法，

�(�) = �(�)�(�) + �(�) ，其 中 deg(�) < deg(�) ≤ � − 1 ．故

�(�) = �(�)�(�) + �(�) = �(�) ．这说明 �(�) 都是 ��, ⋯, ��−2

的线性组合，与 dim�[�] = � 矛盾．）

本题是这个定理的直接推论

有 dim�[�] = deg��(�)

再由 Cayley－Hamilton 定理 ��(�)∣��(�) 以及 deg��(�) = �

且 ��(�)，��(�)均首一

就得到本题结果

5．设矩阵 � = 1 1
−1 1 ，求 �1958 和 �2025 （需要化简）（10）

解一：注意到 � = 1 1
−1 1 = 2

1
2

cos �
4

sin �
4

sin �
4

cos �
4

为旋转变换对应方

阵的常数倍

⇒ �� = 2
�
2

cos
��
4

sin
��
4

−sin
��
4

cos
��
4



⇒ �1958 = 2979 0 −1
1 0 �2025 = 21012 1 1

−1 1

解二：考虑 Jordan 标准型

� = 1 + � 有特征向量
−�
1

� = 1 − � 有特征向量
�
1

那么 �−1�� = � 其中

� = 1 + � 0
0 1 − � � = −� �

1 1 �−1 =
�
2

1
2

− �
2

1
2

处理 � 的 n次幂我们有两种方法

法一：1 + � = 2���4 1 − � = 2�� −�
4

那么 (1 + �)� = 2
�
2����

4 (1 − �)� = 2
�
2��� −�

4

法二：(1 + �)2 = 2� (1 − �)2 =− 2� �4 = 1

同样得到 �1958 = 2979 0 −1
1 0 与 �2025 = 21012 1 1

−1 1

6．判断正误，错误的举出反例，正确的证明之（10）

（1）�2 规范，� 规范。

（2）� 与 ��� 交换， � 规范。



（1）错误，反例 � = 0 1
0 0 �2 = 0

（2）正确

证一：设 � = ��� − ��� ．

tr ��� = tr ��� − ��� 2

= tr ������ − ������ − ������ + ������
= tr ������ − ������
= tr ������ − ������
= 0

因为 � 是实矩阵，所以 � = � = ��� − ��� ，即 � 是规范阵．

证二：若�可逆，结论自然成立

当�不可逆时，存在正交阵 � 使得 �−1���� = � = diag �1, 0

其中 �1 = diag �1, …, �� 可逆

令 � = �−1�� = ����

那么��� = � 且 �与��� 可交换

分块有� = �11 �12
�21 �22

则 �� = �11�1 0
�21�1 0 = �� = �1�11 �1�12

0 0

�1 可逆 ⇒ �12 = �21 = 0

又 ��� = � = diag �11
��11, �22

� �22 = diag �1, 0 且�1可逆

⇒ �22 = 0，�11 可逆且 �1 与 �1
��1 可交换，再由可逆情况



⇒ ��� = ��� ⇒ ��� = ���

7．计算 � = diag �1, �2 的最小多项式，Jordan 标准型，实相似标

准型。（20）

其中 �1 =

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

�2 =

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

解：先说明要用的定理：

（1）准对角阵的最小多项式是对角块的最小多项式的最小公倍式

（2）特征方阵的初等因子与 Jordan 块是一一对应的，初等因子

(� − �)� 对应 Jordan 块 ��(�)

（3）准对角阵的初等因子是对角块的初等因子的并

我们只需要分别求出�1, �2的最小多项式与 Jordan 标准型即可

先注意到�2是友阵，那么 ��2(�) = �4 − 1 = (� + 1)(� − 1) �2 + 1

且�2的 Jordan 标准型为 �2 = diag( − 1,1, �, − �)

注意到�1的 Jordan 标准型比特征方阵的初等因子更好求，我们求其

Jordan 标准型

�1只有特征值 1，且� �1 − � = 2 � �1 − � 2 = 0



其 Jordan 标准型为 �1 = diag �2(1), �2(1)

那么就有��1(�) = (� − 1)2

最后得到结果：

最小多项式为 ��(�) = (� − 1)2(� + 1) �2 + 1

Jordan 标准型为 � = diag �2(1), �2(1), − 1,1, − �, �

实相似标准型只需要把虚数部分替换即可

为 diag �2(1), �2(1), − 1,1, 0 1
−1 0

8．在空间 � = ℝ�×� 的线性空间上的线性函数 �(�) ，证明对于固

定的 �(�) ，有唯一的矩阵 � 满足 �(�) = Tr ��� 。（10）

证：存在性：ℝ�×�有一组基� = ���∣1⩽�, �⩽� .

设 � = ��� �×�

�(�) = � �11�11 + ⋯ + ������ = �11� �11 + ⋯ + ���� ���

设  � = ��� �×�

Tr ��� = �11�11 + �12�12 + ⋯ + ������

令 ��� = � ��� 即可



唯一性：若存在�1, �2使得 �(�) = Tr ��1
� = Tr ��2

�

⇒ Tr � �1 − �2
� = 0

取 � = �1 − �2 = ��� �×�

⇒ Tr �1 − �2 �1 − �2
� = ∑1⩽�,�⩽�  ���

2 = 0

⇒ �1 − �2 = 0 即 �1 = �2

9 正交阵 � = � �
� �

� 为方阵，那么 � 也为方阵，证明 det(�)2 = det(�)2

证：��� = � 即 � �
� �

�� ��

�� �� = �� 0
0 ��

.

有 ��� + ��� = ��

��� + ��� = ��

证一：
� �
� �

�� 0
�� ��

= �� �
0 �

取行列式 det(�)det(�) = det(�)

又 det(�)2 = 1

两边平方 ⇒ det(�)2 = det(�)2

证二：det(�)2 = det ��� = det In − ��� = det Im − ���



= det ��� = det(�)2

这里利用了结论 ��� − �� = ��−� ��� − ��


