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1. �Kc§�)Ö7ò¤3�X!6¶!ÆÒ�W��Ù"

2. ��)3�ò��ý3ÑC¾«�"

�© µò<
�£�K20©) W�K, ±eÁK?À4K(�3KÒþ��), zK5©.

1. E�
A =


2 1 0

1 1 i

0 i −2

��Ü5�.� .

2. �¢�g.Q(x, y, z) = x2+2y2+3z2+2λxy−2yz�½,Kλ���´ .

3. �¢êx, y, z÷vx2+(y+2z)2+(z+x)2 ≤ 3§Ky����´ ©

4. �
A =


2 −1 0

1 0 1

0 −1 −2

�ÛÉ�� .

5. �V = F 3, f(x,y) = xTAy, A =


1 2 1

2 4 0

0 0 2

. KV3fe���Ä��|Ä� .
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6. �V´ê�Fþ��5�m, V ∗´Ùéó�m. �α, β ∈ V , f, g, h ∈ V ∗. -T =

f ⊗ g⊗h⊗α⊗β, Tr´Â �f. KTr21(T ) = .

±eÊK?ÀoK, õ�Ø\©. Ù¥1�K´Math1005.01�,�ë\Ï¥�Á�ÓÆ7À

ÁK.

�© µò<
�£�K20©¤�n��5�mVþ��5C�A÷vAn = O©¦yµV�±

©)�eZA�Ì�f�m��Ú.
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�© µò<
n£�K20©¤�Rn[x] ´gêØ�Ln�¢Xêõ�ªUSÈ(f, g) =

∫ 1

−1
f(x)g(x)√

1−x2
dx�¤�î¼�m.

1. l{1, x, x2, x3} �ER3[x]��|IO��Ä.

2. ¦f(x) = x4�R3[x]���ÝK.
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�© µò<
o!£�K20©¤�Euclid�mV = R3×3�SÈ(X,Y ) = Tr(XTSY )§Ù

¥S =


2 1 1

1 2 1

1 1 2

©�Vþ��5C�A(X) = XA, ùpA ∈ R3×3©

(1) ¦¤kA¦�A´��C�;

(2) �A =


0 1 0

0 0 2

3 0 0

§¦A���C�©
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�© µò<
Ê!£�K20©¤�A,B ∈ Rn×nÑ´¢é¡��½�
©y²: Tr((A +

B)3) ≥ Tr(A3) + Tr(B3)©
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�© µò<
8!£�K20©¤�n�Euclid�mVþ��5C�A÷v: e(α, β) = 0,

K(Aα,Aβ) = 0©¦yµ�3Vþ���C�PÚ¢êλ¦�A = λP©
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参考答案与评分标准

一 (每空 5 分，选做 4 题)
À diag(1, 1, 0) Á |λ| <

√
5
3

Â
√
15 Ã

√
6,
√
6 Ä (−2, 1, 1) Å f(β)g ⊗ h⊗ α

二 对 n 归纳．当 n = 1 时，结论显然成立．当 n ⩾ 2 时，dim(ImA) ⩽ n− 1，根据

归纳假设，存在 α1, · · · , αk ∈ ImA，使得 ImA =
⊕

1⩽i⩽k

F[A]αi． (5 分)

设 αi = Aβi．对于任意 v ∈ V，由 Av =
∑

1⩽i⩽k

fi(A)αi 得 v −
∑

1⩽i⩽k

fi(A)βi ∈ KerA．故

V =

( ∑
1⩽i⩽k

F[A]βi

)
+ KerA． (5 分)

从而，存在 βk+1, · · · , βk+l ∈ KerA 线性无关，使得
V =

( ∑
1⩽i⩽k

F[A]βi

)⊕
Span(βk+1, · · · , βk+l)． (5 分)

由
∑

1⩽i⩽k

F[A]αi 是直和，得
∑

1⩽i⩽k

F[A]βi 也是直和，故 V =
⊕

1⩽i⩽k+l

F[A]βi． (5 分)

三 (1) (f, g) =
∫ π

0
f(cos θ)g(cos θ)dθ．{1, cos θ, · · · , cos(nθ)} 为 Rn[cos θ] 的正交基．

得
{

1√
π
,
√

2
π
x,
√

2
π
(2x2 − 1),

√
2
π
(4x3 − 3x)

}
为 R3[x] 的标准正交基． (10 分)

(2) cos4 θ = 1
8
(3 + 4 cos(2θ) + cos(4θ)) 在 R3[cos θ] 上的正交投影为 1

8
(3 + 4 cos(2θ))．

得 x4 在 R3[x] 上的正交投影为
1
8
(3 + 4(2x2 − 1)) = x2 − 1

8
． (10 分)

四 (1) A 是正交变换 ⇔ (XA, Y A) = (X,Y ) ⇔ Tr(ATXTSY A) = Tr(XTSY ) ⇔
Tr(AATXTSY ) = Tr(XTSY )．由 XTSY 可取遍 V，得 AAT = I． (10 分)
(2) (A(X), Y ) = (X,A∗(Y )) ⇔ Tr(ATXTSY ) = Tr(XTSA∗(Y )) ⇔ Tr(XTSY AT ) =

Tr(XTSA∗(Y ))．由 XTS 可取遍 V，得 A∗(Y ) = Y AT． (10 分)

五 由 (A+B)3 = A3 + A2B + ABA+BA2 + AB2 +BAB +B2A+B3， (6 分)
得 Tr(A+B)3 − Tr(A3)− Tr(B3) = 3Tr(ABA+BAB)， (8 分)
其中 ABA 和 BAB 都是实对称半正定方阵，Tr(ABA+BAB) ⩾ 0． (6 分)

六 不妨设 A ̸= O，则存在非零向量 u ∈ V 使得 λ =
|Au|
|u|

> 0． (2 分)

对于任意 v ∈ V，设 α = v +
|v|
|u|

u，β = v − |v|
|u|

u， (6 分)

则 (α, β) = 0 ⇒ (Aα,Aβ) = 0 ⇒ |Av| = λ|v|． (6 分)
从而，P = 1

λ
A 是正交变换． (6 分)


