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一 (15 分) 求多项式矩阵


x+ 1 x2 + 1 x3 + 1

x2 + 1 x3 + 1 x4 + 1

x3 + 1 x4 + 1 x5 + 1

 的 Smith 标准型.

解:
行列式因子 D0(x) = 1, D1(x) = 1.

D2(x) = gcd
i,j,k∈N∗,j≤2,k≤2,i+j+k≤5

det
(

xi + 1 xi+j + 1

xi+k + 1 xi+j+k + 1

)
= gcd

i,j,k∈N∗,j≤2,k≤2,i+j+k≤5

xi(xj − 1)(xk − 1)

= x(x− 1)2

D3(x) = det


x+ 1 x2 + 1 x3 + 1

x2 + 1 x3 + 1 x4 + 1

x3 + 1 x4 + 1 x5 + 1



= det


x+ 1 x2 + 1 1− x

x2 + 1 x3 + 1 1− x

x3 + 1 x4 + 1 1− x

 (第 3 列减去第 2 列的 x 倍)

= det


x+ 1 1− x 1− x

x2 + 1 1− x 1− x

x3 + 1 1− x 1− x

 (第 2 列减去第 1 列的 x 倍)

= 0

不变因子 d1(x) =
D1(x)
D0(x)

= 1, d2(x) = D2(x)
D1(x)

= x(x− 1)2.
故 Smith 标准型 S(x) = diag{1, x(x− 1)2, 0}.
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二 (20 分) 设实方阵 A =


1 −2 4

−2 −2 −2

4 −2 1

.

1. 求 A 的特征多项式与最小多项式.
2. 求可逆矩阵 P 及对角阵 Λ, 使得 A = PΛP−1.
3. 求 eA. 这里 eA =

∑∞
k=0

Ak

k!
.

解:
1. 特征多项式

φA = |λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 −4

2 λ+ 2 2

−4 2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 27λ− 54 = (λ+ 3)2(λ− 6)

由于 A 为实对称矩阵, A 可对角化为 Λ = diag{−3,−3, 6}.
故最小多项式 dA = (λ+ 3)(λ− 6) = λ2 − 3λ− 18.
2. 计算特征值对应的特征向量.

Ax = −3x解系为x1 =


1

2

0

 , x2 =


0

2

1

 ;Ax = 6x解系为x3 =


2

−1

2

 .

取 Λ = diag{−3,−3, 6}, P = (x1, x2, x3) =


1 0 2

2 2 −1

0 1 2

, 则有 A = PΛP−1.

3. 利用对角化的结果进行计算.

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
= P (

∞∑
k=0

Λk

k!
)P−1 = P diag{e−3, e−3, e−6}P−1

=


1 0 2

2 2 −1

0 1 2




e−3

e−3

e−6




5
9

− 4
9

2
9

2
9

2
9

− 1
9

− 4
9

5
9

2
9



=


5
9
e−3 + 4

9
e6 2

9
e−3 − 2

9
e6 − 4

9
e−3 + 4

9
e6

2
9
e−3 − 2

9
e6 8

9
e−3 + 1

9
e6 2

9
e−3 − 2

9
e6

− 4
9
e−3 + 4

9
e6 2

9
e−3 − 2

9
e6 5

9
e−3 + 4

9
e6


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三 (20 分) 设 Rn[x] 是次数不超过 n 的实系数多项式全体按多项式加法与数乘构成的线性

空间. 令 Bn
i (x) =

(
n
i

)
xi(1− x)n−i, i = 0, 1, · · · , n.

1. 证明: {Bn
0 (x), B

n
1 (x), · · · , Bn

n(x)} 构成 Rn[x] 的一组基.
2. 当 n = 3 时, 求从基 {Bn

0 (x), B
n
1 (x), · · · , Bn

n(x)} 到基 {1, x, · · · , xn} 的过渡矩阵.
3. 当 n = 3 时, 求多项式 f(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn 在基 {Bn

0 (x), B
n
1 (x), · · · , Bn

n(x)} 下的
表示 (即将 f(x) 写成这组基的线性组合).

证明:
1. 注意到 dimRn[x] = n+ 1. 只需证明 {Bn

0 (x), B
n
1 (x), · · · , Bn

n(x)} 线性无关.
若其线性相关, 设存在不全为 0 的 b0, b1, · · · , bn 满足

∑n
i=0 biB

n
i (x) = 0.

设 bm 为 b0, b1, · · · , bn 中不为 0 且下标最小的数, 则
∑n

i=m biB
n
i (x) = 0.

故
∑n

i=m bi
(
n
i

)
xi(1− x)n−i = 0, 即

∑n
i=m bi

(
n
i

)
xi−m(1− x)n−i = 0.

取 x = 0 有 bm
(
n
m

)
= 0, 矛盾. 这表明 {Bn

0 (x), B
n
1 (x), · · · , Bn

n(x)} 线性无关.
2. 注意到

(B3
0(x), B

3
1(x), B

3
2(x), B

3
3(x)) = (1, x, x2, x3)


1

−3 3

3 −6 3

−1 3 −3 1


故从基 {B3

0(x), B
3
1(x), · · · , B3

n(x)} 到基 {1, x, · · · , x3} 的过渡矩阵

P =


1

−3 3

3 −6 3

−1 3 −3 1


−1

=


1

1 1
3

1 2
3

1
3

1 1 1 1


3. 利用 2 的结果有

f(x) = 1 + x+ x2 + x3

= (1, x, x2, x3)


1

1

1

1



= (B3
0(x), B

3
1(x), B

3
2(x), B

3
3(x))


1

1 1
3

1 2
3

1
3

1 1 1 1




1

1

1

1



= (B3
0(x), B

3
1(x), B

3
2(x), B

3
3(x))


1
4
3

2

4


= B3

0(x) +
4

3
B3

1(x) + 2B3
2(x) + 4B3

3(x)
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四 (15 分) 设矩阵 A 的秩为 r, 证明: A 的 r 阶非零子式所在的 A 的行向量构成 A 的所有

行向量的极大无关组.

证明:
这 r 个行向量限制在子式中的部分是线性无关的, 故其本身也是线性无关的.
由于行秩 = 秩 = r, 故这 r 个行向量构成所有行向量的极大无关组.
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五 (15 分) 设 V 是数域 F 上的线性空间. W 是 V 的子空间, W ′ 是 W 的补空间. 定义 V

上的投影变换 P 如下: 对任意 α ∈ V , 设 α = α1 + α2, 其中 α1 ∈ W , α2 ∈ W ′, 则 P(α) = α1. 证
明:

1. P 是线性变换.
2. P 可对角化.
3. V = Im(P)⊕Ker(P).

证明:
1. 对 α, α′ ∈ V , 设 α = α1 + α2, α′ = α′

1 + α′
2, 其中 α1, α

′
1 ∈ W , α2, α

′
2 ∈ W ′.

则 P(α) = α1, P(α′) = α′
1. 又 α+α′ = (α1+α′

1)+(α2+α′
2),其中 α1+α′

1 ∈ W , α2+α′
2 ∈ W ′.

故 P(α+ α′) = α1 + α′
1 = P(α) + P(α′). 即 P 保持加法运算.

对 α ∈ V , λ ∈ F , 设 α = α1 + α2, 其中 α1 ∈ W , α2 ∈ W ′.
则 P(α) = α1. 又 λα = λα1 + λα2, 其中 λα1 ∈ W , λα2 ∈ W ′.
故 P(λα) = λα1 = λP(α). 即 P 保持数乘运算.
故 P 是线性变换.
2. 取 W 和 W ′ 的一组基, 分别为 w1, w2, · · · , wm 和 wm+1, · · · , wn.
设 α ∈ V 在基 w1, w2, · · · , wn 下的坐标为 (x1, x2, · · · , xn). 则经过线性变换 P 后的坐标为

(x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0).

故 P 在这组基下的矩阵为

(
Im 0

0 0

)
. 故 P 可对角化.

3. 不难看出 Im(P) = W , Ker(P) = W ′. 故 V = W ⊕W ′ = Im(P)⊕Ker(P).
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六 (15 分) 设 A, B 均为 2 阶复方阵. 证明: A 与 B 相似当且仅当 A 与 B 有相同的特征

多项式和最小多项式.

证明:
一方面, 若 A 与 B 相似, 设 A = PBP−1. 则 |λI − A| = |P (λI − B)P−1| = |P ||λI −

B||P−1| = |λI − A|. 故 A 与 B 特征多项式相同. 又对任意多项式 f 有 f(A) = Pf(B)P−1, 即
f(A) = 0 ⇔ f(B) = 0. 故 A 与 B 最小多项式相同.
另一方面, 若 A 与 B 有相同的特征多项式和最小多项式.
1. 若特征多项式两根不同 (设两根为 λ1, λ2). 则 A 与 B 都可以对角化为 diag{λ1, λ2}. 故 A

与 B 相似.
2. 若特征多项式两根相同 (设重根为 λ).
若 A 与 B 最小多项式为 x− λ, 则 A = B = λI. 故 A 与 B 相似.

若 A 与 B 最小多项式为 (x − λ)2. 设 A 和 B 分别相似于上三角形矩阵 A′ =

(
λ a

0 λ

)
和

B′ =

(
λ b

0 λ

)
. 则 A′ 与 B′ 最小多项式为 (x− λ)2, 即 a, b ̸= 0.

注意到 (
λ a

0 λ

)
=

(
a
b

0

0 1

)(
λ b

0 λ

)(
b
a

0

0 1

)
故 A′ 与 B′ 相似. 故 A 与 B 相似.
综上, 我们证明了命题.
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