
中国科学技术大学数学科学学院 
2023～2024 学年第 2 学期考试试卷（B） 

课程名称：   线性代数 A1    课程代码：   MATH1004   

开课院系：   数学科学学院    考试形式：   闭卷    

姓名：      学号：       专业：      

题号 一(15 分) 二(20 分) 三(15 分) 四(15 分) 五(20 分) 六(15 分) 总分 

得分        

说明：需给出详细解答和证明过程，结果须化简．禁止引用课本习题或其他参考书中

的结论．禁止使用手机、计算器等电子设备． 

一、求多项式矩阵൭
1 + 𝑥 1 + 𝑥ଶ 1 + 𝑥ଷ

1 + 𝑥ଶ 1 + 𝑥ଷ 1 + 𝑥ସ

1 + 𝑥ଷ 1 + 𝑥ସ 1 + 𝑥ହ

൱的 Smith 标准形． 

二、设实方阵𝐴 = ൭
1 −2 4

−2 −2 −2
4 −2 1

൱． 

（1）求𝐴的特征多项式与最小多项式； 

（2）求可逆方阵𝑃及对角阵Λ，使得𝐴 = 𝑃Λ𝑃ିଵ； 

（3）求𝑒஺．这里𝑒஺ = ∑
஺ೖ

௞!

ஶ
௞ୀ଴ ． 

三、（1）求证：若 3 阶复方阵𝐴, 𝐵有相同的特征多项式和最小多项式，则𝐴与𝐵相似． 

（2）举例：复方阵𝐴与𝐵不相似，但𝐴, 𝐵有相同的秩、特征多项式和最小多项式． 
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四、设𝐴 = ൫𝑎௜௝൯ ∈ ℝଶ଴×ଶ଴，其中𝑎௜௝ = ൜
1, 𝑖 < 𝑗
0, 𝑖 ≥ 𝑗

．分别求𝐴、𝐴ଶ、𝐴ଷ的 Jordan 标准形． 

五、设实方阵𝐴 = ൭
1 1 0
0 1 1
1 0 1

൱． 

（1）求正交方阵𝑃和对角元素皆正的下三角方阵𝐿，使得𝐴 = 𝑃𝐿； 

（2）证明：上述𝑃和𝐿是唯一的． 

六、设𝜆ଵ, ⋯ , 𝜆௡ ∈ ℂ是𝐴 ∈ ℝ௡×௡的所有特征值，𝜎ଵ, ⋯ , 𝜎௥是𝐴的所有奇异值．求证： 

（1）𝜆ଵ + ⋯ + 𝜆௡ ≤ 𝜎ଵ + ⋯ + 𝜎௥； 

（2）|𝜆ଵ|ଶ + ⋯ + |𝜆௡|ଶ ≤ 𝜎ଵ
ଶ + ⋯ + 𝜎௥

ଶ． 

  



参考答案和评分标准 

一、作初等变换，൭
1 + 𝑥 1 + 𝑥ଶ 1 + 𝑥ଷ

1 + 𝑥ଶ 1 + 𝑥ଷ 1 + 𝑥ସ

1 + 𝑥ଷ 1 + 𝑥ସ 1 + 𝑥ହ

൱
行变换
ሱ⎯⎯ሮ ൭

1 + 𝑥 1 + 𝑥ଶ 1 + 𝑥ଷ

𝑥ଶ − 𝑥 𝑥ଷ − 𝑥ଶ 𝑥ସ − 𝑥ଷ

𝑥ଷ − 𝑥ଶ 𝑥ସ − 𝑥ଷ 𝑥ହ − 𝑥ସ

൱

行变换
ሱ⎯⎯ሮ ൭

1 + 𝑥 1 + 𝑥ଶ 1 + 𝑥ଷ

𝑥ଶ − 𝑥 𝑥ଷ − 𝑥ଶ 𝑥ସ − 𝑥ଷ

0 0 0

൱
列变换
ሱ⎯⎯ሮ ൭

1 + 𝑥 1 − 𝑥 1 − 𝑥
𝑥ଶ − 𝑥 0 0

0 0 0
൱

列变换
ሱ⎯⎯ሮ ൭

1 + 𝑥 1 − 𝑥 0
𝑥ଶ − 𝑥 0 0

0 0 0
൱

列变换
ሱ⎯⎯ሮ ൭

2 1 − 𝑥 0
𝑥ଶ − 𝑥 0 0

0 0 0
൱

行变换
ሱ⎯⎯ሮ ቌ

1 1 − 𝑥 0

0
ଵ

ଶ
𝑥(𝑥 − 1)ଶ 0

0 0 0

ቍ

列变换
ሱ⎯⎯ሮ ൭

1 0 0
0 𝑥(𝑥 − 1)ଶ 0
0 0 0

൱．             （15 分） 

二、𝜑஺ = 𝑥ଷ − 27𝑥 − 54 = (𝑥 − 6)(𝑥 + 3)ଶ．        （5 分） 

特征值𝜆ଵ = 6，𝜆ଶ = 𝜆ଷ = −3．相应特征向量𝛼ଵ = (2, −1,2)்，𝛼ଶ = (1,2,0)்，𝛼ଷ =

(−1,0,1)்．设𝑃 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, 𝛼ଷ)，Λ = diag(𝜆ଵ, 𝜆ଶ, 𝜆ଷ)，则𝐴 = 𝑃Λ𝑃ିଵ．  （5 分） 

𝑑஺ = 𝑑ஃ = (𝑥 − 6)(𝑥 + 3)．             （2 分） 

𝑒ஃ = diag(𝑒଺, 𝑒ିଷ, 𝑒ିଷ)，𝑃ିଵ =
ଵ

ଽ
൭

2 −1 2
1 4 1

−4 2 5
൱，       （4 分） 

𝑒஺ = 𝑃𝑒ஃ𝑃ିଵ =
ଵ

ଽ
൭

4𝑒଺ + 5𝑒ିଷ −2𝑒଺ + 2𝑒ିଷ 4𝑒଺ − 4𝑒ିଷ

−2𝑒଺ + 2𝑒ିଷ 𝑒଺ + 8𝑒ିଷ −2𝑒଺ + 2𝑒ିଷ

𝑒଺ − 𝑒ିଷ −2𝑒଺ + 2𝑒ିଷ 4𝑒଺ + 5𝑒ିଷ

൱．   （4 分） 

三、（1）若deg(𝑑஺) = 3，则𝑑஺ = 𝜑஺，𝐴相似于𝑑஺的友方阵𝐶．    （3 分） 

若deg(𝑑஺) = 2，设
ఝಲ(௫)

ௗಲ(௫)
= 𝑥 − 𝑎，则𝐴相似于diag(𝐶, 𝑎)，𝐶是𝑑஺的友方阵． （3 分） 

若deg(𝑑஺) = 1，设𝑑஺(𝑥) = 𝑥 − 𝑎，则𝐴相似于𝑎𝐼ଷ．       （3 分） 

（2）𝐴 = diag(𝐽ଷ(0), 𝐽ଷ(0), 0)与𝐵 = diag൫𝐽ଷ(0), 𝐽ଶ(0), 𝐽ଶ(0)൯不相似， 

rank(𝐴) = rank(𝐵) = 4，𝜑஺(𝑥) = 𝜑஻(𝑥) = 𝑥଻，𝑑஺(𝑥) = 𝑑஻(𝑥) = 𝑥ଷ．  （6 分） 

四、𝜑஺ = 𝑥ଶ଴，𝐴的特征值都是 0，几何重数 1，故𝐴~𝐽ଶ଴(0)．    （5 分） 

𝐵 = 𝐴ଶ满足rank(𝐵௞) = max (20 − 2𝑘, 0)，𝐵~diag(𝐽ଵ଴(0), 𝐽ଵ଴(0))．   （5 分） 

𝐶 = 𝐴ଷ满足rank(𝐶௞) = max (20 − 3𝑘, 0)，𝐶~diag(𝐽଻(0), 𝐽଻(0), 𝐽଺(0))．  （5 分） 

  



五、（1）设𝐴 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, 𝛼ଷ)．对𝛼ଷ, 𝛼ଶ, 𝛼ଵ作 Gram-Schmidt 标准正交化，得𝛽ଵ = 𝛼ଷ，

𝛽ଶ = 𝛼ଶ −
ଵ

ଶ
𝛽ଵ = ቀ1,

ଵ

ଶ
, −

ଵ

ଶ
ቁ

்

，𝛽ଷ = 𝛼ଵ −
ଵ

ଶ
𝛽ଵ −

ଵ

ଷ
𝛽ଶ = ቀ

ଶ

ଷ
, −

ଶ

ଷ
,

ଶ

ଷ
ቁ

்

．   （7 分） 

(𝛼ଵ, 𝛼ଶ, 𝛼ଷ) = (𝛽ଵ, 𝛽ଶ, 𝛽ଷ) ൮
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= 𝑃𝐿．         （8 分） 

（2）若𝐴 = 𝑃ଵ𝐿ଵ = 𝑃ଶ𝐿ଶ，则𝑃ଶ
ିଵ𝑃ଵ = 𝐿ଶ𝐿ଵ

ିଵ既是正交方阵、又是下三角方阵、并且对

角元素皆正，故𝑃ଶ
ିଵ𝑃ଵ = 𝐿ଶ𝐿ଵ

ିଵ = 𝐼．          （5 分） 

六、（1）设𝐴 = 𝑃Σ𝑄是奇异值分解，由正交方阵的对角元素皆∈ [−1,1]，  （4 分） 

得𝜆ଵ + ⋯ + 𝜆௡ = tr(𝐴) = tr(Σ𝑄𝑃) ≤ tr(Σ) = 𝜎ଵ + ⋯ + 𝜎௥．     （4 分） 

（2）根据 Schur 定理，存在酉方阵𝑈，使得𝐵 = 𝑈ିଵ𝐴𝑈是上三角方阵，其中𝐵的对角

元素为𝜆ଵ, ⋯ , 𝜆௡．               （3 分） 

故𝜎ଵ
ଶ + ⋯ + 𝜎௥

ଶ = tr(𝐴ு𝐴) = tr(𝐵ு𝐵) ≥ |𝜆ଵ|ଶ + ⋯ + |𝜆௡|ଶ．     （4 分） 


