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第一部分我在考试之后整理重排的LATEX试卷版本，第二部分是我自己撰写的答案。

1 考试试卷

Problem 1.1. （每题5分）请判断下列陈述是否正确。

1. 一条带子，转两圈后粘起来，得到的带子和直接粘起来得到的带子是同胚的；

2. 立方体的表面和球面同胚；

3. 我们用Int(A)表示A的内部，那么Int(A) ∪ Int(B) = Int(A ∪B)一定成立；

4. 如果f : X → Y是可逆映射，而且对于任意的A ⊂ X，f(A) = f(A)，那么f一定是同胚；

5. 存在从[0, 1]到[0, 1]× [0, 1]的连续满射；

6. 假设X和Y是拓扑空间，A ⊂ X和B ⊂ Y为子集，x为A在X中的极限点，y ∈ B，那么(x, y)一定是A ×
B在X × Y中的极限点；

7. 道路连通子集的闭包一定是连通的；

8. 从紧空间到Hausdorff空间的连续映射一定是粘合映射(identification map)。

Problem 1.2. 1. （10分）对于任意的i, j, k = 1, 2, · · · , 7，我们按照某种规律（这个规律比较复杂且和本
题无关，故省略）定义φijk为0或±1，定义

G = {A ∈ GL(7,R)|
7∑

a,b,c=1

AiaAjbAkcφabc = φijk,∀i, j, k = 1, 2, · · · , 7}

证明G是拓扑群。1

2. （5分）假设G是O(7)的子集，证明G是紧的拓扑群。

3. （10分）更进一步假设G在S6上的作用是可迁的，以及存在一个点p ∈ S6使得

Gp = {g ∈ G|g(p) = p}

和SU(3)作为拓扑群同构，证明G是连通的。
1这里卷子上本来印的是Aij，陈杲表示可能是想强调一下分量。
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2 试题解答 2

Problem 1.3. 1. （5分）证明在R上，{(−∞, a)|a ∈ R}可以成为一组拓扑基。我们把具有该拓扑的R记
作X。

2. （10分）证明A为X中的开集当且仅当A = ∅, A = R，或A = (−∞, a)，其中a ∈ R。

3. （10分）证明如果A是X的紧子集，那么supA < ∞，而且supA ∈ A。

4. （5分）如果Y是紧拓扑空间，f : Y → X是连续映射，证明存在x ∈ Y使得

f(x) = sup
y∈Y

f(y).

5. （5分）如果A是X的子集，supA < ∞，而且supA ∈ A，证明A是X的紧子集。

2 试题解答

Solution 2.1. 1. 正确。它们都是 。

2. 正确。可以构造一个连续双射f :正方体表面 → 球面，其中x 7→ x
||x||，而正方体表面是紧集而球面

是Hausdorff的，因此这是同胚映射。

3. 错误。不妨取X = R，赋予通常拓扑，考虑A = Q与B = R−Q即可。

4. 正确。容易验证这是一个连续闭映射。

5. 正确。Peano空间填充曲线是这样一个例子。

6. 正确。只需验证任意一个包含(x, y)的开集基U × V一定包含一个不同于(x, y)且位于U × V之内的点，由

于x ∈ U且为极限点那么∃x′ ̸= x使得x′ ∈ U，且y ∈ B意味着V ∩ B ̸= ∅，那么如果y′ ∈ V ∩ B那

么(x′, y′)符合要求。

7. 正确。事实上连通集的闭包就是连通的。

8. 错误。需要满射条件。

Solution 2.2. 1. 首先验证这是一个群。我们先来验证乘法封闭性。设A,B ∈ G。

7∑
a,b,c=1

(AB)ia(AB)jb(AB)kcφabc

=
7∑

a,b,c=1

7∑
s,t,u=1

AisBsaAjtBtbAkuBucφabc

交换求和次序
=

7∑
s,t,u=1

AisAjtAkuφstu

= φijk

单位元就可以取I7。
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只需在乘法封闭性的验证中用A−1替换A的位置，用A替换B的位置便能类似证得逆元存在性且就是通常

乘法逆元。

φijk

=
7∑

a,b,c=1

(A−1A)ia(A
−1A)jb(A

−1A)kcφabc

=
7∑

a,b,c=1

7∑
s,t,u=1

A−1
is AsaA

−1
jt AtbA

−1
kuAucφabc

交换求和次序
=

7∑
s,t,u=1

A−1
is A−1

jt A
−1
kuφstu

再证明这是拓扑群。注意到(AB)ij =
∑7

s=1 AisBsj为多项式函数自然连续，同时A−1 =
A∗

detA
，而A∗与detA也

都可以表示为Aij的多项式函数，故也连续。

2. O(7)自然是紧的，我们只要证明G是闭的。

我们首先作连续映射f : GL(7,R) → R73，其中fijk =
∑7

a,b,c=1(AB)ia(AB)jb(AB)kcφabc为f到ijk分量上

的投影。

因此我们知道G可以视为f中(φijk)的原像。这是一个闭集，所以它的原像也是闭的。

3. 我们首先注意到紧子群G可迁作用在S6上，S6是Hausdorff的，那么G/Gp
∼= S6。而Gp

∼= SU(3)是连通

的，且S6是连通的，那么G也连通。

Solution 2.3. 1. 不难验证
⋃

a∈R(−∞, a) = X，且对任意a, b ∈ R我们都有

(−∞, a) ∩ (−∞, b) = (−∞,min(a, b))

也是一个基中的元素，这就验证了基公理。

2. X中开集为基元素之并，即

A =
⋃

a∈I,I⊂R

(−∞, a),

那么以下分几种情况。

若I = ∅则A = ∅。

而若I ̸= ∅，记sup I = a。

显然a = ∞时我们有A = X。

而若a ∈ R则A = (−∞, a)。

3. 先用反证法证明supA < ∞，如果supA = ∞考虑
⋃∞

n=1(−∞, n)，这是X开覆盖自然也是A的开覆盖。但

显然无法找出一个有限子覆盖来。

再用反证法证明supA ∈ A。不然的话设supA = a考虑
⋃∞

n=1(−∞, a − 1
n!
)，这显然是A的开覆盖，但无

法找出有限子覆盖。

4. 由于紧集在连续映射下的像是紧的，那么f(Y )也是紧集，故由上一问的结论显然。

5. 假设A ⊂
⋃

a∈I,I⊂R(−∞, a)，那么不妨设supA ∈ (−∞, ai)，那么A ⊂ (−∞, ai)，故A是紧的。


