
微分方程概论 23 期末部分解析

一．

Peano 存在定理+� − � 语言叙述解对初值的连续依赖性

二．

计算

三.

三阶矩阵常系数微分方程组的初值问题

四. （本题第二部分解答来自 24第六次习题课讲义）
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其中 l 为绳长 m为质量 g 为重力加速度 � 为阻力系数。

（1） �=0 时画出方程的相图

（2） � ≥ 0 时讨论方程零解的稳定性

解：

（1）也就是求
�2�
��2 + �

�
sin� = 0 的相图，不妨把

�
�
记成 k

仿照书上 5.1 节做法

做换元 � = ��
��



��� =− �sin���

最后得到 �2 = 2�cos� + �

相图如下：

（2）法一：（Lyapunov 函数）

取 �(�, �) =
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当无阻力时 (� = 0)：有
��
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≡ 0 故零解是稳定的

当有阻力时 (� > 0)：
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为常负（见书上定义）。由于满足
��
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= 0 的

集合是 � = 0 ，而在原点邻域中 � = 0 直线上除了零解� = 0, � = 0

之外不含有方程组的整条正半轨线，又由补充定理可以知道是渐近稳



定的

补充定理：（王高雄 P270 定理 5）

如果存在定正函数 �(�)，其通过方程组的全导数
��
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为常负。但使
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= 0 的点 � 的集合中除了零解外不包括方程组的整条正半轨线，

则零解是渐近稳定的

法二（线性近似）

将方程组写成
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考虑线性近似方程组
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非线性项：
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满足�(�, 0) = 0； lim
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特征值即可

特征值为�1,2 =− �
2�

± 1
2�

�
�

2
− 4 �

�

� > 0 时：特征值均有负实部，则零解渐近稳定

� = 0 时：特征值为纯虚数，无法判断非线性方程组是否稳定



五.
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为方程周期为 � 的解
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证：先证 ∫0
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4
．

我们考虑将 �(�) 降次为某个函数的导数
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= �(3 − 4�) 移项得到
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= (3 − 4�)��.

⇒ �(ln|�|) = (3 − 4�)��.
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注意条件给出 �(�) 周期为 � ⇒ �(�) = �(0) 则 ∫0
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六．

考虑非齐次线性方程组

�′ = �� + �(�)

F 连续且 ∫�0
+∞   ∥ �(�) ∥ �� 有界，设其有基本解组 Φ(�)

（1）求证：若 ∥ Φ(�) ∥ 有界，则任意解在 [0, + ∞] 有界

（2）求证：若 lim�→+∞   ∥ Φ(�) ∥= 0 则任意解趋于 0

证（1）通解 �(�) = Φ(�) � + ∫�0
�  Φ−1(�)�(�)�� ．

只需证 ∫�0
�  Φ−1(�)�(�)�� 有界

又 Φ(�) 有界 ⇒ 其元素有界 ⇒ ��� 有界且 det(Φ) 有界且

det(Φ) ≠ 0

又Φ(�)Φ∗(�) = det(Φ)�

⇒ Φ−1(�) = Φ∗(�)
det(Φ)

有界 M

∫�0

+∞   ∥ �(�) ∥ �� 有界 ⇒ ∫�0
�   ∥ �(�) ∥ �� 有界

则 ∫�0
�  Φ−1(�)�(�)�� ≤ �∫�0

�   �(�)�� 有界

（2）仿照 1 证明Φ−1(�) 在 � →+ ∞ 有界即可




