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2023 数分 A3 期中考试题及 1,3,5,7 题评分标准

1. (24 分，每小题 6 分) 讨论级数或无穷乘积的敛散性。

(1)
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n

(2)
∞∑
n=1

(−1)n
cosn!

n(n+ 1)
(3)

∞∑
n=3

1

(lnn)lnn
(4)

∞∏
n=1

cos 1

n

评分标准.
(1) 每道小题，结论错误(-6)；使用判别法的条件没写全（或未经证明给出一个断言，断言本

身很难证），且那题根本不能用该判别法做(-6)；

(2) 每道小题，使用判别法的条件没写全，但那题可以用该判别法做(-3)，使用课后习题的结
论(-3)，证明过程出现核心步骤有错误(-3)；

(3) 每道小题，某些计算出错(-2)，如第 (1) 问计算 lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

=
1

e 出错，第 (4) 问计算

cos 1
n
的二阶展开出错；

(4) 第 (4) 问没有判断保号，或者过程中没有能够得到保号的式子(-3).

2. (12 分) 讨论级数
∞∑
n=2

(−1)n
cos 2n
np

的敛散性和绝对敛散性，其中 p ∈ R

3. (10 分) 计算
∫ ln 5

ln 2

f(x)dx，其中 f(x) =
∞∑
n=1

ne−nx

评分标准.
(1) 证明级数一致收敛(6 分)；计算积分(4 分)；

(2) 证明一致收敛部分：写出一致收敛结论(2 分)，但一致收敛的范围写错（写了 (0,+∞)

一致收敛）不得分；

(3) 证明一致收敛部分：用了正确的方法，但重要步骤出现错误(-2)；对通项用上确界判别法
证一致收敛的不得分；直接写出 f(x) 表达式，没有计算过程的(-2)；没写一致收敛的范围，
或者没有任何地方写出讨论一致收敛性的 x 的范围(-1)；

(4) 计算部分：结果错误(-2)，结果错误的会视计算步骤适当给分。
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注.
(1) 这里之所以强调要写一致收敛范围，或限制 x 的范围来讨论一致收敛性，是因为本题的

级数在 (0,+∞) 不一致收敛；

(2) 选择直接计算 f(x) 表达式来做这题的同学，如果计算出现严重错误，丢分会很严重，所

以涉及计算的题目大家一定要细心再细心！

4. (10 分) 求级数
∞∑
n=1

n

2n
的和.

5. (20 分)(1) 研究函数列 {fn(x) = e−(x−n)2} 在下列区间的一致收敛性：

(a) (−1, 1) (b) (−∞,+∞)

(2) 研究函数项级数
∞∑
n=1

2n sin 1

3nx
在 (0,+∞) 上的收敛性和一致收敛性.

评分标准.
(1) 每个部分各占5 分；

(2) 结论错误(-5)；每有一个结论正确(2 分)（共 4 个结论，全写对可以拿 8 分）；
(3) 第 (1) 问的 (a)，使用上确界判别法计算 βn = e−(n−1)2 出错(-2)；其他计算，如 (b) 中 βn

的值算错，第 (2) 问取点代入计算函数值验证通项不一致趋于 0 算错(-1).

6. (8 分) 设正数列 {an} 单调递减，且
∞∑
n=1

(−1)nan 发散，试问
∞∑
n=1

(
1

1 + an

)n

是否收敛？

7. (8 分) 设函数 f(x) 在 [0, 1] 有任意阶导数，且 f(0) = 0. 若存在 α ∈ (0, 1) 使得 f ′(x) =

f(αx), x ∈ [0, 1]，则 f(x) = 0.

评分标准.
(1) 对比较多见的做法而言，证明 f (n)(x) 的某个表达式(3 分)，证明 f(x) 可以在 x = 0 附

近做幂级数展开(3 分)，推导 f(x) = 0(2 分)；
(2) 没有证明直接说 f(x) 可以做幂级数展开(-2)；
(3) 写出了 f (n)(x) 表达式的（中间没有做任何的放缩），f (n)(x) = α

n(n−1)
2 f(αnx)，系数和括

号内系数各1 分.

8. (8 分) 设对每个 n ⩾ 1，函数 fn : [0, 1] → [0, 1] 为单调递增函数，若 fn(x) 在 [0, 1] 中收

敛于连续函数 f(x)，证明 fn(x) 在 [0, 1] 中一致收敛于 f(x).
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