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一.填空

1.设线性变换�在某组基下的矩阵为
1 � 1
� � �
1 � 1

，在另一组基下的

矩阵为
2 0 0
0 1 0
0 0 0

则 (�, �, �) =_________

解：(1,0,0)

线性变换在两组基下的矩阵相似，所以他们的迹相等，则 a = 1

另外他们的秩也相等，则 b = c = 0

2.� =
2 1 0

−2 0 1
2 2 1

的正交相抵标准型为_________

解：

19+ 145
2

0 0

0 19− 145
2

0
0 0 0

注意审题，正交相抵标准型就是要求其奇异值

我们有 �� � =
5 −4 6

−4 5 −3
6 −3 9

计算其特征值有 �1 = 0 �2 = 19+ 145
2

�3 = 19− 145
2

最后别忘记开根号



3.� =
2 2 −1

−1 2 2
−2 1 −2

的正交相抵标准型为__________

解：

−3 0 0
0 5

2
11
2

0 − 11
2

5
2

这是一道填空题，按理来说这应该是规范阵

验证有 � �� = �� � = 9�

那我们只用计算 � 的特征值即可

�1 =− 3, �2 =
5
2

+
11
2

�, �3 =
5
2

−
11
2

�

结果为：

−3 0 0
0 5

2
11
2

0 − 11
2

5
2

4.设 V 为 区 间 [0,1] 上 连 续 函 数 全 体 按 照 内 积 (�, �) =

∫0
1  �(�)�(�)�� 构成的欧氏空间，� = 1, �, �2 是 V 的子空间，则函

数 �(�) = �3 在�上的正交投影为_________

解：
3
2
�2 − 3

5
� + 1

20

注意要求正交投影要构造 � = 1, �, �2 的一组标准正交基，过程略

5.设 � = ⟨cos(�), cos(2�), …, cos(��)⟩ ，求 � 的一组基 �1 =

cos(�), �2 = cos(2�), …, �� = cos(��)} 的对偶基_________



解：设 �1, �2, …, �� 为 �1, �2, …, �� 的对偶基．由 ��(cos(��)) =

��� 对 �(�) = ∑�=1
�  ��sin(��) ∈ � ，有

��(�) =
�=1

�

 � ���� �� = �� =
1
� 0

2�
 � �(�)cos(��)��.

二．

给定矩阵 � =
3 −2 1
2 −2 2
3 −6 5

（1）求多项式矩阵 �� − � 的行列式因子，不变因子，初等因子组

及 Smith 标准型

（2）求 A 的 Jordan 标准型

解：Smith 标准型为
1 0 0
0 � − 2 0
0 0 (� − 2)2

Jordan 标准型为 � = �2(2) , 2

三．� 为有限维线性空间 �上的线性变换，且 rank(�) = rank �2

求证：� = Im(�) ⊕ ker(�)

证：先证明 �(�) − � �2 = dim( ker� ∩ Im(�))

考虑�在 Im(�)上的限制：�|Im�: Im� → �

有维数公式：则 dim����|Im� = dimIm� − dimIm�∣Im�



其中 ker�∣Im� = ker� ∩ Im� dimIm� = �(�)

Im�∣Im� = �2(�)，则 dimIm �2 = � �2

代入得到 �(�) − � �2 = dim(ker� ∩ Im�)

这样我们就证明了直和

又由维数公式 dim� = dim(Im(�) ⊕ ker(�)) ，这就说明了两边相

等，证毕

四.设 �: = �1, �2, �3, �4 为线性空间 � 的一组基, � 是 � 上的

线性变换，�在�下的矩阵是

� =

1 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
1 0 0 1

（1）求�的特征多项式，最小多项式及 Jordan 标准型

（2）求�的特征子空间

（3）求证：如果�是�的三维不变子空间，则�包含�的所有特征

子空间

解：

（1）显然按照行列式展开有特征值 1 和 2（均为两重）

��(�) = (� − 1)2(� − 2)2



简单验证得到 ��(�) = (� − 1)2(� − 2)2

� = diag �2(1), �2(2)

（2）

� = 1 有特征向量

0
0
0
1

� = 2 有特征向量

0
1
0
0

�的特征子空间就是由这两个向量分别生成的子空间

（3）

我们先证明一个引理：

如果�是�的不变子空间，那么�是�(�)的不变子空间，这里�是任

意多项式

证：这是因为 Im �� ⊆ Im(�)且�的任意一个子空间都是数乘变换

的不变子空间

我们再证明第三问，首先特征值 1和 2 的根子空间都是二维的（代数

重数都是 2）

由引理我们知道�是� − ��的不变子空间



事实上，�是� − ��的不变子空间等价于�是�的不变子空间，因为

存在一个一次的多项式使得�(� − ��)=�，由此自然推出：

如果�不包含�的所有特征子空间，那么一定有某个特征值的特征子

空间不在�中，这个特征子空间同时是�与� − ��的不变子空间，进

而这个特征值对应的根子空间不在�中（否则取根子空间任意一个向

量，它经过� − ��作用后一定是特征向量，不包含在�中，那么就与

�是不变子空间矛盾了）

注意 dim� = 4， dim� = 3， dim�� = 2 且 dim(� ∩ ��) = 0

且� + ��是�的子空间，但是

dim(� + ��) = dim� + dim�� − dim(� ∩ ��) = 5 > dim�

矛盾，可知结论成立

五 ． 求 证 ： 实 方 阵 � 为 规 范 方 阵 的 充 分 必 要 条 件 是

存在实系数多项式 �(�) 使得 � � = �(�)

( ⇐ ) 注意到�与自己的任意正整数次幂是可交换的且与�可交换，进

而与�(�)是可交换的

( ⇒ ) 新书上给出了复方阵类似结论，见例 5.4.4

我们证明实方阵情况：

�规范则有正交相似标准型，存在正交阵�使得



� = ��� � =

�1 �1
− �1 �1

……
�� ��
− �� ��

�2k+1
��

我们想要的是对角阵而不是准对角阵，因为我们想使用一个引理

引理：

若�为正交阵，�为对角阵 diag �1, ⋯, �� ，� = ��� �，那么对任意

多项式�(�)有

�(�) = � ��� � = ��(�)� � = �diag � �1 , ⋯, � �� � �

证：注意正交阵性质及对角阵性质立得

又注意到

� + � � = diag 2�1��1, ⋯, 2�����, 2�2�+1, ⋯, 2�� 为对角阵

这既符合了引理的形式，又因为加上的是�（可以看作�自己的一个

多项式），不会干扰最终的结论

另外，我们不妨设�1，……，��，�2�+1，……，��都两两不同（如果

相同我们把他们合成一个大对角块即可）

并记为� + �� = diag �1, ⋯, �m （这里角标不同是因为有二阶及以

上的块）



又�1, ⋯, �m特征值两两不同，那么他们的特征多项式两两互素，考虑

中国剩余定理

我们有同余方程

�(�) ≡ 2�1 mod��1(�)
�(�) ≡ 2�� mod���(�)
�(�) ≡ 2�2�+1 mod���+1(�)
�(�) ≡ 2�n mod���(�)

（中间各项我们省略了）

此方程必有解�(�)，并注意到���(�)零化�k，那么�(�k)=2�����（或

者 2�k）

也就是存在�(�) s. t. �(�) = � + ��

则 �� = �(�) − � ≜ �(�)

�(�)就满足要求

六．设�为 n阶可逆实对称阵

（1）若�为 n阶实正定对称阵，求证：��的所有特征值都是实数

（2）设�为 n 维实单位列向量，� = � + ����−1，求证：�的所有特

征值都是实数

证（1）证一：（古法硬倒）

设��有特征值�

则��� = �� (1 式) ．



注意 A，S 对称且实，取共轭转置 �∗�� = ���∗ (2 式)

(1 式)左乘 �∗�，有�∗���� = ��∗��

(2 式)右乘��，有�∗���� = ���∗��

两式相减：(� − ��)�∗�� = 0

注意到�可以视为复正定 Hermite 阵

∀� ≠ 0 有 �∗�� > 0 ⇒ � = ��，即特征值为实数

证二：

先证明引理：

��与��的非零特征值相同

证：��� − �� = ��−� ��� − �� 利用这个经典行列式结论立得，在

此不详细证明了

注意到�有唯一的平方根，记为�，那么�为正定对称阵

则�� = ��2，而��2与���有相同的非零特征值，另一方面���为对

称阵，特征值都是实数

这就说明了��的所有特征值都是实数

（2）



� = � � + �−1����−1

注意到我们在（1）中证明完毕的结论，只需要证� + �−1����−1正定

即可

�−1 ���� �−1 =�−1����−1与���相合，又���为半正定对称阵，那

么�−1����−1也为半正定阵，特征值大于等于 0

所以� + �−1����−1特征值大于等于 1，为正定阵

证毕


