
1. (10 分) 陈述欧氏空间上的线性变换是规范变换的三个等价条件．

解答：设 A ∗ 是 A ∈ L(V ) 的伴随变换．A 是规范变换的等价条件有

À A A ∗ = A ∗A．Á |A α| = |A ∗α|，∀α ∈ V．Â (A α,A β) = (A ∗α,A ∗β)，∀α, β ∈ V．

Ã A 在 V 的标准正交基下的矩阵 A 是规范方阵． (每个条件 3.3 分)

2. (15 分) 求 (1, 1, 1,−1, 1)T，(1, 2, 0, 0, 2)T 生成的子空间 W 在欧氏空间 R5×1（其上内积是标

准内积）的正交补空间 W⊥ 的一组标准正交基．

解答：求解线性方程组，得 W⊥ = Span(α1, α2, α3)，其中

α1 = (0,−1, 0, 0, 1)T，α2 = (0, 0, 1, 1, 0)T，α3 = (−2, 1, 1, 0, 0)T． (6 分)

作 Gram-Schmidt 标准正交化，得 W⊥ 的一组标准正交基

β1 =
1√
2
(0,−1, 0, 0, 1)T，β2 =

1√
2
(0, 0, 1, 1, 0)T，β3 =

1
2
√
5
(−4, 1, 1,−1, 1)T． (9 分)

3. (10 分) 设 A =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

．求正交阵 O 使得 OTAO 为对角形．

解答： A 的特征值 λ1 = 2，λ2 = λ3 = −1． (3 分)

对应的特征向量 α1 = (1, 1, 1)T，α2 = (−1, 1, 0)T，α3 = (−1, 0, 1)T．

标准正交化为 β1 =
1√
3
(1, 1, 1)T，β2 =

1√
2
(−1, 1, 0)T，β3 =

1√
6
(−2, 1, 1)T． (6 分)

O = (β1 β2 β3) 使得 OTAO = diag(2,−1,−1)． (1 分)

4. (15 分) 求矩阵 A =


1 2

2 3

0 0

 的奇异值分解．
解答： B =

(
1 2

2 3

)
的特征值 λ1 = 2 +

√
5，λ2 = 2−

√
5 < 0． (4 分)

对应的特征向量 α1 = (2, 1 +
√
5)T，α2 = (2, 1−

√
5)T．

标准正交化为 β1 =
1√

10+2
√
5
α1，β2 =

1√
10−2

√
5
α2． (6 分)

B =
(
β1 β2

)(λ1 0

0 λ2

)(
βT
1

βT
2

)
⇒ A =

(
β1 β2 0
0 0 1

)
λ1 0

0 |λ2|
0 0


(

βT
1

−βT
2

)
为所求． (5 分)

5. (10 分) 设欧氏空间 V = {ax2 + bx+ c | a, b, c ∈ R} 上的内积为

(f, g) =

∫ +∞

0

f(x)g(x)e−xdx.

试求线性变换 A : f(x) 7→ f ′(x) 的伴随变换．

解法 1：取 V 的基 1, x, x2．度量矩阵 G =


1 1 2

1 2 6

2 6 24

． (3 分)

G−1 =


3 −3 1

2

−3 5 −1
1
2

−1 1
4

．A 的矩阵表示 A =


0 1 0

0 0 2

0 0 0

． (3 分)



A ∗ 的矩阵表示 B = G−1ATG =


−2 −1 0

3 1 −2

− 1
2

0 1

． (3 分)

A ∗ : 1 7→ − 1
2
x2 + 3x− 2，x 7→ x− 1，x2 7→ x2 − 2x． (1 分)

解法 2：取 V 的基 1, x, x2．度量矩阵 G =


1 1 2

1 2 6

2 6 24

． (3 分)

作相合变换，得标准正交基 α1 = 1，α2 = x− 1，α1 =
1
2
x2 − 2x+ 1． (3 分)

A 在 α1, α2, α3 下矩阵表示 A =


0 1 −1

0 0 1

0 0 0

． (3 分)

A ∗ : α1 7→ α2 − α3，α2 7→ α3，α3 7→ 0． (1 分)

6. (15 分) 设 n ⩾ 4．设 n 阶实方阵 A = (aij) 满足 aij = ±1 且它的行向量两两正交．

证明：(1) A 的列向量两两正交．(2) n 是偶数．(3) n 是 4 的倍数.

解答：设 A 的行向量 α1, · · · , αn．(1) AAT = nI ⇒ ATA = nI．

(2) 由 α2 ⊥ α1，得 2 | n．(3) 由 α3 ⊥ α1 和 α3 ⊥ α2，得 4 | n． (每问 5 分)

7. (15分)将下述命题用矩阵语言陈述，并证明之：设 V 是欧氏空间，W 是规范变换 A : V → V

的不变子空间，则 W 的正交补 W⊥ 也是 A 的不变子空间．

解答：取 W 的标准正交基 e1, · · · , ek，扩充为 V 的标准正交基 e1, · · · , en，则 A 在 e1, · · · , en

下的矩阵表示 A =

(
A1 A2

O A3

)
是规范方阵，其中 A1 ∈ Rk×k．

原命题化为：若规范方阵 A =

(
A1 A2

O A3

)
，则 A2 = O．证明如下． (6 分)

AAT = ATA ⇒ A1A
T
1 +A2A

T
2 = AT

1 A1 ⇒ tr(A2A
T
2 ) = 0 ⇒ A2 = O． (9 分)

8. (10 分) 设 n 阶实对称方阵 A = (aij) 满足条件 aii >
∑
j ̸=i

|aij | (1 ⩽ i ⩽ n)．

证明：A 是正定矩阵．

解法 1： (1) 断言 det(A) 6= 0．否则 Ax = 0 有解 x 6= 0．
设 |xi| = max

1⩽j⩽n
|xj |，则 |aiixi| = |

∑
j ̸=i

aijxj | ⩽
∑
j ̸=i

|aij ||xi|，与题设矛盾． (4 分)

(2) 断言 det(A) > 0．否则 A 有特征值 λ ⩽ 0．由 (1)，det(A− λI) 6= 0，矛盾． (3 分)

(3) 由 (1)，A 的顺序主子式都 > 0，再结合 AT = A，得 A 是正定的． (3 分)

解法 2：设 0 6= x ∈ Rn×1，则 xTAx =
∑
i

aijxixj ⩾
∑
i

aiix
2
i −

∑
i ̸=j

|aij |
x2
i + x2

j

2

=
∑
i

aiix
2
i −

∑
i ̸=j

|aij |x2
i > 0．由定义，A 是正定的． (10 分)


