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1. (15 分) X1 和 X2 是概率空间 (Ω,F , P ) 上两个独立的随机变量且有相同的分布函数 F (x)，记
U = max{X1, X2}, V = min{X1, X2}。回答：

(i) 证明 U, V 也为随机变量；

(ii) 求 (U, V ) 的联合分布函数。

解. (i) 设

U =
X + Y

2
+

∣∣∣∣X − Y

2

∣∣∣∣ , V =
X + Y

2
−
∣∣∣∣X − Y

2

∣∣∣∣
由 σ-代数性质，随机变量的加减、取绝对值后仍是随机变量，因此 U 和 V 均为随机变量。

(ii) 记
G(x, y) = P (U ≤ x, V ≤ y)

当 y ≥ x 时，有 G(x, y) = P (U ≤ x) = F 2(x)，因为 X1 和 X2 独立。
当 y < x 时，有

G(x, y) = P (U ≤ y, V ≤ y)+P (y < U ≤ x, V ≤ y) = F 2(y)+2(F (x)−F (y))F (y) = (2F (x)−F (y))F (y)

综上，得

G(x, y) =

F 2(x), y ≥ x

(2F (x)− F (y))F (y), y < x

2. (15 分) 设 X 服从二项分布 B(n, p)，求 X 的概率母函数和四阶矩 E[X4]。

解. 设
P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n

GX(s) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−ksk = (ps+ 1− p)n

根据概率母函数的知识，

a1 = E(X) = G′
X(1) = np(ps+ 1− p)n−1

∣∣∣
s=1

= np

a2 = E(X(X − 1)) = G′′
X(1) = n(n− 1)p2(ps+ 1− p)n−2

∣∣∣
s=1

= n(n− 1)p2

1



2

a3 = E(X(X − 1)(X − 2)) = n(n− 1)(n− 2)p3

a4 = E(X(X − 1)(X − 2)(X − 3)) = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)p4

故 E(X4) = a4 + 6a3 + 7a2 + a1，代入上式即可得结果。

3. (10 分) 对重复试验中称的抛币随机游走 Sn =
∑n

k=1Xk，S0 = 0，求 E[Sn] 和 Cov(Sm, Sn)。

解. (i) 设

E(Sn) = E

(
n∑

k=1

Xk

)
=

n∑
k=1

E(X1) = nE(X1) = 0

(ii) 假设 n ≤ m，则

Cov(Sn, Sm) = E(SnSm)− E(Sn)E(Sm) = E(SnSm) = E

(
n∑

k=1

Xk ·
m∑

k=1

Xk

)

= nE(X2
1 ) + (nm− n)E(X1X2) = n+ (nm− n) · 0 = n

即 Cov(Sn, Sm) = min{m,n}。

4. (20 分) 小朋友放进池塘投掷 N 枚均匀硬币，N 服从参数为 λ 的泊松分布。记 X,Y 分别为撒出的
硬币中正面和反面的个数。回答：

(i) 证明 X 和 Y 独立；

(ii) 求条件期望 E[N |X]。

解. 这是一个经典的题目，详见教材第 3.7 节例 5:
Grimmett 3.7 节例 5. 一只母鸡产下 N 个蛋，其中 N 服从参数为 λ 的泊松分布。每个蛋以概率
p = 1− q 独立孵化。令 K 为小鸡的数量。求 E(K | N), E(K) 和 E(N | K)。
Grimmett 3.7 节例 5 的解答. 给定

fN (n) =
λn

n!
e−λ, fK|N (k | n) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

因此
ψ(n) = E(K | N = n) =

∑
k

kfK|N (k | n) = pn.

从而 E(K | N) = ψ(N) = pN 并且

E(K) = E(ψ(N)) = pE(N) = pλ.

为了求 E(N | K)，我们需要知道 N 在已知 K 下的条件概率质量函数 fN |K。然而，

fN |K(n | k) = P(N = n | K = k) =
P(K = k | N = n)P(N = n)

P(K = k)

=

(
n
k

)
pk(1− p)n−k λn

n!
e−λ∑

m≥k

(
m
k

)
pk(1− p)m−k λm

m!
e−λ

当n ≥ k

=
(qλ)n−k

(n− k)!
e−qλ.
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因此

E(N | K = k) =
∑
n≥k

n
(qλ)n−k

(n− k)!
e−qλ,

得 E(N | K) = k + qλ。

5. (20 分) 线性代数与概率论的关联可能催生有趣的数学问题与方法，试回答两个问题：

(i) X = (X1, X2, . . . , Xn) 为随机向量，X 的协方差矩阵存在并记为 Σ = (σij)1≤i,j≤n，这里 σij =

Cov(Xi, Xj)。证明：det(Σ) = 0 当且仅当 X1, X2, . . . , Xn 线性相关的概率为 1，即存在不全为 0 且
相等常值的 a1, a2, . . . , an 满足 P (a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn = b) = 1；

(ii) 试利用概率方法证明：总存在任意矩阵元为 +1 或 −1 的方阵 A = (aij)1≤i,j≤n,aij∈{−1,1} 满足

det(A) ≥
√
n!.

解. (i) 设 Σ 为一个对称方阵，由于 Cov(Xi, Xj) = E((Xi − EXi)(Xj − EXj))，令 a = (a1, a2, . . . , an)

为常向量，二次型

aΣaT = E

(
n∑

k=1

ak(Xk − EXk)

)2

故 aΣaT ≥ 0，由线性代数可知 det(Σ) ≥ 0，且 det(Σ) = 0 ⇔ ∃a ̸= 0，使得 aΣaT = 0，即 ∃ai 使得∑n
k=1 akXk ≡

∑n
k=1 akE(Xk) 恒为常数，等价于 Xi 线性相关。

(ii)取 aij 为 {1,−1}上的均匀分布，令 An×n = (aij)，定义 Xn = detAn×n。下面证明 E(X2
n) = n!。

记 aij 的代数余子式为 Aij。根据拉普拉斯展开，

X2
n = (det(An×n))

2 =

(
n∑

j=1

a1jA1j

)2

展开后取期望，由对称性可得期望为 0，因此 E(X2
n) =

∑n
j=1E(A2

1j) = nE(X2
n−1)。递归证明可得

E(X2
n) = n!。

6. (20 分) 称概率空间 (Ω,F , P ) 为无原子的，若任给事件 A ∈ F，当 P (A) > 0 时均存在事件 B ⊂ A

满足
0 < P (B) < P (A).

(i) 设 Ω 为有限样本空间，证明概率空间 (Ω,F , P ) 不是无原子的；

(ii) 举例给出一个无原子的概率空间 (Ω,F , P )，详细描述其三要素；

(iii) 对无原子的概率空间 (Ω,F , P )，证明任给事件 A ∈ F，P (A) > 0 及 ε > 0，必存在事件 B ⊂ A 满
足

0 < P (B) < ε.

解. (i) 设 Ω 是有限集，|F | < 2|Ω| 亦为有限。定义集合 P = {P (A) | P (A) > 0, A ∈ F}，此有限集 P 中
存在最小者，记为 P (A0)。对任意 B ∈ Ω，要么 P (B) = 0，要么 P (B) ≥ P (A0)，与定义矛盾。

(ii) 取 Ω = [0, 1]，F 为其上的 Lebesgue 可测集，P 取 Lebesgue 测度。若 P (A) > 0，则存在满足
1/n < P (A) 的整数 n。考虑 Ai = [i/n, (i + 1)/n) ∩ A。由测度的可加性可得

∑n−1
i=0 P (Ai) = P (A)，故

存在某 i0 满足 0 < P (Ai0) ≤ 1/n < P (A)，说明完毕。
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(iii) 由定义，存在 B ⊆ A 使得 0 < P (B) < P (A)。由于 A = B ∪ (Bc ∩A), 从而由 P (A) =

P (B) + P (Bc ∩A) 知 B 与 Bc ∩A 中必定存在一个集合, 它的测度 < P (A)
2

, 记这个集合为 A1 ⊊ A, 同样
的可以得到 Ai ⊊ Ai−1 ⊊ Ai−2 ⊊ ... ⊊ A, 且 P (Ai) <

P (A)
2i

.


