


中国科学技术大学
第十二届大学生数学夏令营

数学分析
1.（20 分）设 f(x) 是闭区间 [0, 1] 上的可微函数，对任

何 x ∈ [0, 1] 有 f(x) ∈ (0, 1)；并且对每个 f ′(x) ̸= 1。求证：
在 (0, 1) 中有且仅有一个 x，使得 f(x) = x.

2.（20 分）计算定积分：∫ π
2

−π
2

√
cosx− cos3 xdx.

3.（20 分）计算积分：设圆锥面 z2 = x2 + y2 上被平面
z = a 和 z = b（0 < a < b）所夹的部分是 Σ。又设它有均
匀的密度 1。求 Σ 对原点处单位质点的引力。

4. (20分）若 f(x, y)是 R2 上定义的函数。它关于 x固
定是 y 的连续函数，关于 y 固定是 x 的连续函数。

(1) f 是不是二元连续函数？证明或者举反例说明你的
结论。

(2)如果对于固定的 x，它是 y 的单调函数，求证：f 是
二元连续函数。
实变函数
5. （10 分）设 f : R → R，在任何区间上都是绝对连

续函数，求证：f 将 Lebesgue 零测集映射为 Lebesgue 零测
集。

6.（10 分）设 A ∈ [0, 1] 满足

1 = m∗(A) +m∗([0, 1] \A).

其中 m∗ 表示 Lebesgue 外测度。求证：A 可测。
（提示一种可行的思路：考虑找到一个开集 O，和一个紧

集 K，使得 K ⊂ A ⊂ O，而且 O −K 的测度可以任意小。
这两个集合分别利用 A 和 [0, 1] \A 的外测度定义找到。）

7.（共 20 分）设函数列 fk 在 [a, b] 上几乎处处收敛于
f，而且对于某个 r > 0 和任意 k，有

∫ b

a

|fk(x)|r dx ≤ M < +∞.

求证（10 分）：对于任何 0 < p < r，

lim
k→∞

∫ b

a

|fk(x)− f(x)|p dx = 0.

问（10 分）：如果将上述 [a, b] 改成 R，对应的结论是不是
还成立？证明或者举例说明你的结论。
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1. £10©¤� S ��K1w­¡, P�Ùþ�:. P kn(θ)�:

P?÷�� θ (ùp θ ∈ [0,2π)��Ì���Y�)�{­Ç,

¿P H �­¡ S3: P?�²þ­Ç.b½ H 6= 0. ÁO�µ

1
H

∫ 2π

0
kn(θ)dθ .

2.£15©¤� S��K1w­¡. Á3ÿ/²1�IX (u,v)e

�ÄXe¯K:

1) O��pd÷ÅÎÒ Γi
jk ¿�Ñÿ/��§.

2) O�pd­Ç K(u,v).

ùp·�£�� Sþ�1 I Ä�/ª3ÿ/²1�IXek

/G

I = (du)2 + G(u,v)(dv)2 .

3.£15©¤P S2�n�îª�m R3¥¥%3�:�ü ¥¡.

1) �ä S2−{(0,0,1)}þ´Ä�31w�ü ��þ|. X

k��E,Xvk�y²�.

2) �ä S2−{(0,0,1)} þ´Ä�3÷ S2−{(0,0,1)} þ?¿
1w­�þ²1��"1w��þ|. Xk��E, Xv

k�y²�.
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1.£15©¤y²:¼ê�?ê
∞

∑
n=1

e−n2z�Âñ�´m�²¡ {z∈

C : Rez > 0},¿�é?Û ε > 0,§3 {z ∈ C : Rez ≥ ε} þ�
�Âñ.

2.£15©¤̂ 3ê½nO�È©∫
∞

0

cosx
x4 +1

dx.

3.£10©¤y²½Ä½: éz���ê n,�3�¼ê fn ÷v

max
1≤|z|≤2

|Re fn(z)− log |z||< 1
n
.
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