
线性代数 B2 22-23 期末解析

一．

1.� =

1 0 1 0
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

的 Jordan 标准型为________，最小多项式为

_________，奇异值为_______

解：diag  �2(1), �2(1) ; (� − 1)2 ；略

特征值显然均为 1

且 rank (� − �) = 2 rank (� − �)2 = 0

那么 � = diag  �2(1), �2(1)

最小多项式显然为 ��(�) = (� − 1)2

��� =

1 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 2 0
0 −1 0 2

����(�) = �4 − 6�3 + 11�2 − 6� + 1

给出近似解：�1 = 0.382(二重 ) �2 = 2.62 �3 =
2184
987

最后别忘记开根号

2.� =
2 2 −1
2 −1 2
1 −2 −2

的正交相似标准型为_________



解：

3 0 0
0 −2 5
0 − 5 −2

注意�不是反对称阵，但是经检验他是规范阵( ��� = ��� = 9� )

那么只需要求其特征值即可

有 � = 3或 − 2 ± 5�

则正交相似标准型为

3 0 0
0 −2 5
0 − 5 −2

3. 酉空间 ℂ3 中内积为标准内积，即 (�, �) = �∗� ，对向量组

1
�
1

,
0
1
�

,
−1
0
1

做正交化得到的一组标准正交基为_________

解：
3
3

1
�
1

2
2

0
1
�

6
3

−1
− 1

2
�

1
2
�

在酉空间中我们一定要注意内积定义，酉空间内积有两种定义方式

（1）(�, �) = �∗�� 时，这里�为复正定阵，对一组基 {�1,…,��} 做

Schmidt 正交化

先有 �� = �� − �1,��
�1,�1

�1 − ⋯ − ��−1,��
��−1,��−1

��−1

在对 �� 做标准化即可

（2）(�, �) = ���∗ 时，这里�为复正定阵，对一组基 {�1, …, ��} 做



Schmidt 正交化

先有 �� = �� − ��,�1
�1,�1

�1 − ⋯ − ��,��−1
��−1,��−1

��−1

（这是我们在欧氏空间常常写作的样子，但是在欧氏空间内积是对称

的）

再对 �� 做标准化即可

注：或者我们可以边做正交化边标准化，这里我们拿欧氏空间举例（酉

空间形式是相似的，不过要注意内积定义），对一组基 {�1,…,��} 做

Schmidt正交化

�1,⋯, ��−1 是 �1,⋯,��−1 }标准化得到的

则 �� = �� −
�=1

�−1
 � ��, �� ��

再对��标准化即可

二.设�是欧氏空间ℝ�中的一个单位向量，记矩阵� = �� − 2���

定义映射ℋ: � ∈ ℝ� → �� ∈ ℝ�，求证：ℋ是（关于某个 n-1维超平面

的）反射变换

证：首先求其特征值

由 |�� − ��| = ��−� �� − ��



ℋ的特征多项式为 det  (� − 1)�� + 2��� = (� − 1)�−1(� − 1 + 2) =

(� − 1)�−1(� + 1)

则其特征值为 1（n − 1重）和−1（一重）

下面再证明ℋ是正交变换

��� = �� − 2��� �� − 2���

= �� − 4��� + 4� ��� ��

= ��

又正交阵�有正交相似标准型，且其特征值无虚数，那么它可以相似

对角化，也就是说ℝ�可以分解成�的特征子空间的直和

注意�为正交阵，不同特征值对应的特征向量正交，我们可以取特征

值为 1的特征子空间一组标准正交基（不然可以标准正交化），再取

特征值为−1 的特征子空间的一个单位向量，把这两个向量组合并，

这样我们就取得了ℝ�一组标准正交基，也就是说映射ℋ把ℝ�中一个

方向上的向量变为反向，其他方向的向量不变，特征值为−1 的特征

向量就是题目中 n-1维超平面的法向量

三．给定矩阵 � ∈ ��×� ，� ∈ ��×�。定义线性映射�: � ∈ �� → �� ∈

��与ℬ: � ∈ �� → �� ∈ ��。记� = ker (�ℬ)，求证：Im (ℬ∣�) ⊂ ker (�)

并由此证明 �(��) ≥ �(�) + �(�) − �

证：考虑限制 ℬ: ker (�ℬ) → ��



设 � ∈ ker (�ℬ) ．则 �ℬ� = 0 那么 � ∈ ker (�)

即 Im (ℬ∣�) ⊂ ker (�)

有 dim ker (�) ≥ dim Im (ℬ∣�)

分别考虑以下的维数公式：

对�有 dim ker� + dim Im� = �

对限制 ℬ: ker (�ℬ) → ��有

dim  Im(ℬ)|ker (�ℬ) = dimker (�ℬ) − dim ker (ℬ)|ker (�ℬ)

对�ℬ有 dim ker (�ℬ) = � − �(��)

又 ker (ℬ) ⊂ ker (�ℬ)， ker (ℬ)|ker (�ℬ) = ker (ℬ)

对ℬ有 dim ker (ℬ) = � − �(�)

逐个代入就有结果 �(��) ≥ �(�) + �(�) − �

四．设�是欧氏空间 � 上的规范变换，� ⊂ � 是 � 的不变子空间，

求证 �⊥ 也是 � 的不变子空间

证：设 �1,�2,…,�� 是 � 的一组标准正交基，将其扩充为 � 的一

组标准正交基 �: = �1,�2,…,�� ．由于 � 为 � 的不变子空间，

所以



� �1,�2,…,�� = �1,�2,…,��
�11 �12
� �22

其中 �11 ∈ ℝ�×�,�2 ∈ ℝ(�−�)×(�−�) ．由于 � 为规范变换，故 � 在

� 下的矩阵为规范矩阵，从而 �12 = 0 ．于是

� ��+1,��+2,…,�� = ��+1,��+2,…,�� �22

因此，�⊥ = ��+1,…,�� 也是 � 的不变子空间．

这里我们用到了一个引理：

设实分块方阵 � =
�11 �12
0 �22

或 � =
�11 0
�21 �22

．则 � 为规范方

阵当且仅当 �12 = 0 （或 �21 = 0 ），且 �11,�22 为规范方阵

证：比较���与���两边元素易得

五．设�为 n 阶实对称半正定方阵，且�的对角元全为 0，求证：� = 0

证：半正定 ⇒ 各阶主子式非负

先考虑一个对角元 ���

取二阶主子式，并考虑对称性
��� ���
��� ���

= 0 − ���
2 ≥ 0

⇒ ��� = ��� = 0 ∀� 成立

又每个对角元均为 0

则 ��� = 0 ∀�，� 成立



就有� = 0

六．�为 n 阶复方阵，记 �(�) = {�∣�� = ��} ，求证：�(�) 是复线性

空间，且下列条件等价

（1）dim �(�) = �

（2）�的最小多项式��(�)等于其特征多项式��(�)

（3）�(�)中任意矩阵�都可以写成�的多项式的形式

证：先证明复线性空间

首先 0, � ∈ �(�)

又∀�,� ∈ �(�) �, � ∈ ℂ

�(�� + ��) = ��� + ��� = ��� + ��� = (�� + ��)�

⇒ 复线性空间

这三条等价关系的核心是第二条

先给出要使用的书上有理标准型的定理，证明过程略

定理 4.4.4 设线性变换 �:� → � 在基 �1,⋯,�� 下的矩阵是 � ，

并设



�(�) ��� − � �(�) = �(�): = diag  1,⋯, 1, ��+1,⋯, ��

其中 �(�),�(�) 是可逆多项式矩阵，��(�) 是首一多项式．令

�1,⋯,�� = �1,⋯,�� �(�)−1

则下列结果成立：

（1）�1 = ⋯ = �� = � ；

（2）对于 � > �,�� 的最小多项式是 ��(�) ；

（3）� 是循环子空间 �[�]��(� + 1 ≤ � ≤ �) 的直和．

定理 4.4.5（有理标准形）．设 � 是域 � 上的 � 阶方阵，设多项式

方阵 ��� − � 的 Smith标准形为 ：

�(�) = diag  1,⋯, 1, ��+1(�),⋯,��(�)

则：

（1）� 的特征多项式 ��(�) = ��+1(�)⋯��(�) ，最小多项式 ��(�) =

��(�)

（2）设 ��(� = � + 1,⋯,�) 是不变因子 ��(�) 的友阵，则 � 相似于准

对角阵 diag  ��+1,⋯,�� ．

推论 4.4.6 设 ��(�)(� = � + 1,⋯,�) 的初等因子组是 ���
���(�)∣1 ≤ � ≤

�� ，并设 ��� 是 ���
���(�) 的友阵，则 � 相似于以 ��� � + 1 ≤ � ≤

�, 1 ≤ � ≤ �� 为准对角阵块的准对角阵．

此条推论同时说明了特征方阵的初等因子与 Jordan 标准型的 Jordan



块是一一对应的

先证明（2）⇒（3）

由定理 4.4.4我们得到（2）的一个等价条件：存在ー个向量 � s.t. � =

ℂ�×1 = ℂ[�]�

证：设� = ℂ�×1 设 �:� → ��,� → �

� 的 特 征 方 阵 �� − � 柤 抵 于 ����ℎ 标 准 型 �(�) =

(�(�),��+1(�)，⋯，��(�))

又��(�) = ��(�)等价于 ��+1(�) = ⋯ = ��(�) = 1 即得（定理 4.4.4）

设�与�可交换，那么�上线性变换ℬ: � → ��与�:� → ��可交换

ℬ� ∈ � = ℂ[�]� 即存在�(�) s.t. ℬ� = �(�)�

又 ∀� ∈ � 可以写成 � = ℎ(�)� 其中ℎ为多项式

就有ℬ� = ℬℎ(�)� = ℎ(�)ℬ� = ℎ(�)�(�)� = �(�)ℎ(�)� = �(�)�

也就是ℬ = �(�)

即 � = �(�)

（1）与（2）等价的证明

我们不妨直接考虑 Jordan 标准型

引理 1：与单个 Jordan块可交换的矩阵�构成的线性空间维数等于此



Jordan块的阶数

证：�� = ��(�) − ���也与�可交换，比较两边元素即可，�形如

�11 �12 … �1�

⋱ ⋱ ⋮
�12
�11

引理 2：与两个及以上相同特征值 Jordan 块构成的 Jordan 标准型�可

交换的矩阵构成的线性空间维数比�的阶数大

证：考虑两个相同特征值 Jordan块构成的 Jordan标准型�即可，� − ���

也与�可交换，比较两边元素立得

再给出一个（2）的等价条件：�的 Jordan 标准型的每个特征值对应

的 Jordan块都只有一个

这是推论 4.4.6的直接结果

结合上面的引理和等价条件就说明（1）与（2）等价

事实上，利用此方法配合中国剩余定理可以得到（2）⇒（3）的另外

一种证法

（3）⇒（1）

先由引理二我们知道 dim �(�) ≥ �



又特征多项式零化�，那么 dim �(�) ≤ �

则 dim �(�) = �

至此我们证明了这三个命题是等价的

最后我们给出扩充版的等价条件：

�为 n 阶复方阵，记 �(�) = {�∣�� = ��} ，则 �(�) 是复线性空间，

且下列条件等价

（1）dim �(�) = �

（2）�的最小多项式��(�)等于其特征多项式��(�)

（3）�(�)中任意矩阵�都可以写成�的多项式的形式

（4）存在ー个向量 � s.t. � = ℂ�×1 = ℂ[�]�

（5）�是循环变换

（6）�的特征方阵的行列式因子为 1,⋯, 1, �(�)

（7）�的特征方阵的不变因子为 1,⋯, 1, �(�)

（8）�任意一个特征值的特征子空间维数为 1（�(� − ���) = � − 1）

（ 9） � 的特征方阵的初等因子组为 �1(�)�1,⋯, ��(�)�� ，其中

�1(�),⋯, ��(�)为数域�上互异的首一多项式



（10）�的 Jordan标准型的每个特征值对应的 Jordan 块都只有一个

（11）�在一组基下的矩阵为友阵

其余等价条件均是书上定理的简单推论，在这里不再证明了


