
回归分析期末试卷 (2023.2.24) 姓名: 学号:

1.（20 分）二选一

(a) 右图中 是回归直线 (A: 实线 B: 虚线)。

(b) 两个以上自变量的回归模型中回归系数与 成正比（A: 相关系数 B: 偏相关系数）。

(c) 线性回归模型中，若某一个自变量与其它变量高度相关，则该变量的回归系数 LS 估计的方
差 （A: 很大 B: 很大）。

(d) 简单线性回归中，若自变量的样本方差越大，则斜率项 (自变量的回归系数）的最小二乘估计
的方差 （A: 越大 B: 越小）。

(e) 若样本点 i 的 hii 接近于 1，则该点的 对回归分析影响较大（A: 自变量 B: 响应变量）。

(f) 回归分析中删除一个数据点会导致回归平方和不变或 （A: 增大 B: 减少）。

(g) 回归分析中增加一个变量会导致决定系数不变或 （A: 增大 B: 减少）。

(h) 单因素方差分析模型假定各组的 相同（A: 均值 B: 方差）。

(i) 两因素方差分析模型同时考虑处理和区组是因为它们可能 （A: 相关 B: 不相关）。

(j) 假设随机选取若干长宽独立的长方形，测量其中一条边的长度 L，并以某种方式近似测得面积

S。拟合回归模型 log(S) = a+ b log(L) + ϵ, 则 LS 估计 b̂ 的期望等于 （A: 1 B: 2）。

2.（15 分）简要回答

(a) 假设随机向量
(
x
y

)
的方差-协方差矩阵为

(
Σxx Σxy
Σyx Σyy

)
, 写出 y 关于 x 的去相关化及其方差。

(b) 应用简单线性回归模型分析 2001 年家庭人口调查数据，拟合得到妻子教育水
平（WifeEdLevel, 上学的年数）与丈夫教育水平 (HusbandEdLevel) 的关系如下

WifeEdLevel = 5.60+0.57×HusbandEdLevel+Residual,

如果公司今年计划送王先生到大学在职培训一年，你是否预期王太太的教育水平会相应地提

高 0.57(年)? 若不是，解释 0.57 的含义。

(c) 你打算应用简单回归模型 y = a+ bx + ϵ 分析体重 y 与身高 x 的关系，但你的朋友认为需要控

制性别 z，分析你的朋友为什么要考虑控制 z? 如何在模型中实现对 z 的控制?

(d) 线性回归分析中，回归平方和度量了所有拟合值关于其中心的分散程度：SS回 = ||̂y − 1y||2 =∑n
i=1(ŷi −y)2,其中 ŷ = (ŷ1, ..., ŷn)⊤ 是响应变量向量 y = (y1, ..., yn)⊤ 的 LS拟合值，y 是 y1, ..., yn
的样本均值。解释为什么所有拟合值的中心取为 y。

(e) 假设线性模型
y = Xβ + ϵ = xkβk +X−kβ−k + ϵ, ϵ ∼ (0,σ2In),

其中设计阵 X 的第 k 列记为 xk (||xk || = 1), 对应的回归系数为 βk，其它各列组成的矩阵记为

X−k , 对应的回归系数为 β−k。记 x⊥k = xk −PX−kxk，其中 PX−k 为 X−k 张成的子空间对应的投影

矩阵。写出 βk 的 LS 估计及其方差，该方差何时最小？给出最小值。
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3.（20分）数据 brains给出了 62种哺乳动物的平均脑重量 (BrainWt,单位：g)和平均体重 (BodyWt,
单位：kg). R 分析该数据得到如下回归分析结果

Call: lm(formula = log(BrainWt) ∼ log(BodyWt), data = brains)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

(Intercept) 2.14 0.10 ¬ 9e-30
log(BodyWt) ­ 0.03 25 2e-34

Residual standard error: 0.69 on ® degrees of freedom

Multiple R-squared: ¯

F-statistic: ° on ± and ² DF, p-value: ³

(a) 填上 ¬ - ³ 处的数字 (其中°是回归方程显著性的 F 检验统计量，±和²为其自由度).

(b) log(BrainWt)与 log(BodyWt)是正相关还是负相关，其样本相关系数等于多少？log(BrainWt)
与其拟合值的样本相关系数等于多少?

4.（15 分）设有数据 (xi , yi ), i = 1,2, ...,50, 其样本相关系数为 r = 0.5, 样本均值分别为 x = 1.0, y = 2.0,
样本标准差分别为 sx = 1.0, sy = 0.8。现假设数据满足线性回归模型

yi = a+ bxi + ϵi , ϵi , iid ∼N (0,σ2) 且与 xi 独立, i = 1, ...,50.

(a) 求 a, b, σ2 的 LS 估计 â, b̂, σ̂2。

(b) 计算 H0 : b = 0 的 t 检验统计量的值，并说明该检验在原假设下服从什么分布。

5.（15 分）假设线性模型 yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵn×1 = 1β0 + Zγ + ϵ, 其中 ϵ ∼ (0,σ2In), β =
(
β0
γ

)
,

X = (1,Z) 列满秩, 1 是分量全为 1 的向量，Z 为 n× (p−1) 矩阵，其中心化矩阵记作 Zc。记 β̂ 为 β

的 LS 估计, ŷ = Xβ̂ 为 LS 拟合值。定义 ỹ = 1y，均方误差 m(̂y) = E||̂y−Xβ||2，m(̃y) = E||̃y−Xβ||2。
证明当 ||Zcγ ||2 ≤ (p − 1)σ2 时, m(̃y) ≤m(̂y)。

6.（15 分）假设 n 个样本点 (yi ,xi ), i = 1,2, ...,n （xi 的第一分量为 1）满足线性回归模型

yi = x⊤i β + ϵi , ϵi ∼ (0,σ2)与xi独立, i = 1, ...,n,

得到残差 ei , i = 1,2, ...,n, 拟合值 ŷi , i = 1,2, ...,n, 残差平方和 RSS =
∑n

i=1 e
2
i。

(a) 证明如下结论：如果第 k（1 ≤ k ≤ n）个数据点的自变量 xk = x, 则 ŷk = y。进一步，若 yk = y,
则删除该点不影响回归系数估计和残差平方和。

(b) 现删除数据点 (yk ,xk), 1 ≤ k ≤ n, 重新拟合前述模型得到残差平方和 RSS−k , 证明 RSS−k ≤
RSS − e2k。
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1.（20 分）

(a) A (实线)

(b) B （偏相关系数）

(c) A/B （很大）

(d) B （越小）

(e) A （自变量）

(f) B （减小）

(g) A （变量越多，残差平和越小，决定系数越大）

(h) B （方差分析模型假定各组的方差相同，即方差齐性）

(i) A (相关）- 该题含义不清，忽略

(j) A (1, 这是因为真实面积公式 Strue =长×宽 = L×W,log(Strue) = log(L) + log(W )，而我们假设

了 WL, 故未测量的 W 可以放到误差项 ϵ 中，所以模型 log(S) = a+b log(L)+ϵ 中误差项 ϵ 与

自变量 log(L) 独立，且 b 的真值为 1，则 b 的 LS 估计是无偏的，其期望等于 b = 1）

2.（15 分）简要回答

(a) y⊥ = y−ΣyxΣ
−1
xxx，var(y⊥) = Σyy•x

(b) 不是，0.57 的含义是：若研究对象中某人比另外一人多上一年学，则其妻子期望比另外一人的
妻子多上 0.57 年学。

(c) z 可能是干扰因素（既与响应 y 有关，也与自变量 x）有关。在线性模型中添加变量 z:
y = a+ bx + cz + ϵ 即控制了 z 的干扰。

(d) y 也是所有拟合值的平均值，这是因为 LS 方法的正则方程
∑
(yi − ŷi ) = 0.

(e) β̂k = x⊥
′

k y/ ||x⊥k ||
2, var(β̂k |X) = σ2/ ||x⊥k ||

2.
因为 ||x⊥k ||

2 ≤ ||xk ||2 = 1,当 x⊥k = xk 即 xk 与其它各列正交时，β̂k 的方差最小（最小值为 σ2。（参

见 1(c)).

3.（20 分）

¬ : 21.4 ­ : 0.75 ® : 60

¯ : 0.91 (F = t2 = 252 = 615 = (n−p)×R2/(1−R2) = (60R2/1−R2)→ R2 = 625/685 = 0.91)) ° : 625
(252)) ± : 60 = n− p ² : 1 = p − 1

³ 2e − 34 (与斜率显著性检验的 p 值相同)

正相关（因为 log(BodyWt) 的系数估计 0.75, 所以正相关）。相关系数都是
√
R2 =

√
0.91 = 0.95

4.（15 分）b̂ = sxy /sxx = rsxsy /s
2
x = 0.5× 0.8/1 = 0.4.

â = y − xb̂ = 2− 0.4 = 1.6.

σ̂2 = (n− 1)/(n− 2)(1− r2)s2y = 49/48× (1− 0.25)× 0.82 = 0.49 或略去 (n− 1)/(n− 2), σ̂2 = 0.48

t =
√
sxx b̂/ σ̂ =

√
(n− 1)s2x b̂/ σ̂ =

√
50− 1× 0.4/

√
0.49 = 4. 原假设下 t ∼ tn−2 = t48.
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5.（15 分）

证明：（MSE 的分解）

首先注意到 LS 拟合 ŷ 的 MSE 等于其方差：

M (̂y) = var (̂y) = PXσ
2

所以 m(̂y) = tr(M) = pσ2。

另一方面，ỹ = P1y, M (̃y) = var (̃y) +bb⊤, 其中方差：

var (̃y) = P1σ
2

偏差：

b = Eỹ−Xβ = −(In −P1)Xβ = −Zcγ,

其中 (In −P1)Xβ = (In −P1)(1β0 +Zγ) = (In −P1)Zγ) = Zcγ)。所以

M (̃y) = P1σ
2 +γ⊤Z⊤c Zcγ

m(̃y) = tr(M) = σ2 + ||Zcγ ||2.

所以当 ||Zcγ ||2 ≤ (p − 1)σ2 时，m(̃y) ≤m(̂y).

6.（15 分）。

(a) 证明如果第 k （1 ≤ k ≤ n）个数据点的自变量 xk = x, 则 ŷk = y。

证：因为 1 ∈ C(X), 所以 PX1 = 1, 所以

ŷk = x⊤k β̂ = (1⊤X/n)(X⊤X)−1X⊤y = 1⊤PXy/n = 1⊤y/n = y.

若 yk = y = ŷk , 则完全数据的 LS 估计 β̂ 满足正则方程

0 =
n∑
i=1

xi (yi − x⊤i β̂) =
n∑
i,k

xi (yi − x⊤i β̂)

后者说明 β̂ 也满足删除数据点 k 后的正则方程，所以 β̂−k = β̂ , 且 RSS−k = RSS。

(b) 现删除数据点 (yk ,xk), 1 ≤ k ≤ n,重新拟合模型得到残差平方和 RSS−k ,证明 RSS−k ≤ RSS−e2k。
证明：

RSS−k =min
β

∑
i,k

(yi − x⊤k β)
2 ≤

∑
i,k

(yi − x⊤k β̂)
2 = RSS − e2k

(a),(b) 也可直接用课件中的如下结论（但我们不要求记忆这类复杂公式）：
(1) β̂k = β̂ − (X⊤X)−1xkek/(1− hkk )
(2) RSS−k = RSS − e2k /(1− hkk ).
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